
Este libro está especialmente dirigido a estudiantes o profesionales de la 
investigación social que han seguido algún curso introductorio de estadística 
y que desean comenzar su aprendizaje de las técnicas multivariables. Todos 
los capítulos tienen un doble nivel de lectura. Siguiendo los ejemplos ilustra
tivos el lector podrá comprender la utilidad de la técnica en cuestión. Aun cuan
do haya alguna parte de cada capítulo que por su complejidad matemática re
sulte difícil de seguir, a través de los ejemplos se puede llegar a comprender 
básicamente cuál es el objetivo de cada técnica de análisis, cómo procede, cuá
les son los resultados y cómo se interpretan. Ello, unido a la amplia divulga
ción que existe hoy en día de los programas estándar de análisis de datos en 
ordenador, permitirá hacer uso de cada técnica con el fin de dar solución a los 
problemas de investigación. Para un lector matemáticamente más exigente, 
cada capítulo incluye información suficiente para seguir el algoritmo básico de 
cálculo que se utiliza en la técnica. 

Los autores: 

Joan Manuel BATISTA FOGUET, profesor del departamento de Técnicas 
Cuantitativas de Gestión de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Indus
triales de Barcelona. 

A. P. M. COXON, profesor de Métodos de Investigación en Sociología en el 
University College de Cardiff (Universidad de Gales). 

José Miguel GARCIA SANTESMASES, profesor del Departamento de Estadís
tica e Investigación Operativa de la Universidad Complutense de Madrid. 

Charles JONES, profesor de Sociología en la Universidad de Toronto. 
Emilio MARTINEZ RAMOS, profesor de la Facultad de Ciencias de la Infor

mación y Director General de Emopública. 
Juan Javier SANCHEZ CARRION, profesor del Departamento de Métodos y 

Técnicas de Investigación Social (Universidad Complutense de Madrid: Facul
tad de CC. PP. y Sociología). 

William E. SARIS, profesor de Métodos y Técnicas de Investigación en Cien
cia Política en la Universidad de Arnsterdam. 

Albert SATORRA BRUCART, profesor del Departamento de Estadística y Eco
nometría de la Universidad de Barcelona. 

L. Henk STRONKHORST, trabaja en el Netherland Central Bureau of Statis
tics, Amsterdam. 

• 

infroduttión 
alas fttnitas dt análisis 

mulfivariablt 
aplit:adas alas t:itDt:ias sot:ialts 

Edición a cargo de: Juan Javier Sánchez Carrión 

Centro de Investigaciones Sociológicas 







INTRODUCCION A LAS TECNICAS DE ANALISIS 
MULTIVARIABLE APLICADAS A LAS CIENCIAS 

SOCIALES 





INTRODUCCION A LAS 
TECNICAS DE ANALISIS 

MULTIVARIABLE APLICADAS A 
LAS CIENCIAS SOCIALES 

Editor: Juan Javier Sánchez Carrión 

CENTRO DE INVESTIGACIONES SOCIOLOGICAS 
MADRID-1984 



© CENTRO DE INVESTIGACIONES SOCIOLOGICAS 
I.S.B.N.: 84-7476-124-9 
Depósito legal: M. 40.717-1984 
Impreso en España por: 
Rumagraf. S. A. - Nicolás Morales. 34 
28019 - Madrid 



Indice 

Introducción ....................................................... 11 

Sección 1: La reducción de los datos 

1. Introducción .................................................... 17 

2. Componentes Principales y Análisis Factorial (Exploratorio y Confumatorio). 
Joan M. Batista Foguet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 23 
2.1. Introducción histórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 
2.2. El análisis de Componentes Principales. Una aplicación. . . . . . . . . . . . . 24 

2.2.1. Algoritmo de cálculo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . .. . 36 
2.2.2. Interpretación de los valores propios. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 
2.2.3. Relación entre variables originales y componentes. . . . . . . . . . . . 40 
2.2.4. Obtención de las componentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 
2.2.5. Interpretación de los resultados. Rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 

2.3. El Análisis Factorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 
2.3.1. Introducción histórica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 
2.3.2. El modelo de Análisis Factorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 
2.3.3. Descomposición de la matriz de varianzas-covarianzas. Ecuación 

Fundamental del Análisis Factorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 
2.3.4. Extracción Factorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 
2.3.5. Un ejemplo ilustrativo: ACP versus AF .................... 51 

2.4. Utilización de modelos para conftrmar teorías. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 
2.4.1. Introducción metodológica a la utilización de modelos estadísti-

cos .................................................. 56 
2.4.2. El análisis Factorial Confumatorio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 
2.4.3. El Modelo de Análisis Factorial con restricciones. . . . . . . . . . . . . 59 
2.4.4. Generalidad del modelo de Análisis Factorial. . . . . . . . . . . . . . . 66 

3. Análisis Factorial de Correspondencias. José M. García Santesmases .. . . . . . 75 
3.1. Introducción ................................................ 75 
3.2. Correspondencias Simples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 



8 

3.2.1. Construcción de las nubes de puntos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 
3.2.2. Distancia de Benzecri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 
3.2.3. Notación ............................................. 80 
3.2.4. Ajuste de un subespacio a una nube de puntos. .. . . . . . ... . . . 82 

3.3. Ejemplo de Aplicación de las Correspondencias Simples. . . . . . . . . . . . 86 
3.4. Correspondencias Múltiples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 
3.5. Ejemplo de aplicación de las Correspondencias Múltiples. . . . . . . . . . . . 97 

4. Escalas Multidimensionales. A. P. M. Coxon y C. 1. Jones. (Traducción de 
José 1. Muñoz Yanguas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 
4.1. Introducción ................................................ 107 

4.1.1. Los datos de encuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 
4.1.2. Escalas Multidimensionales .............................. 108 

4.2. Escalonamiento Multidimensional no métrico. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 110 
4.3. Ampliaciones del modelo multidimensional no métrico de distancias. . 115 
4.4. Modos de aplicación del modelo INDSCAL .......... , . . . . . . . . . . . . 120 
4.5. Conclusiones y desarrollos. . . . . . . . . . .. . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 128 

Sección D: La clasificación de los datos 

5. Introducción .................................................... 133 
6. Fundamentos del Análisis Discriminante y su aplicación en un estudio elec-

toral. Emilio Martínez Ramos. . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 
6.1. Introducción ......... ~. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 
6.2. Selección de las variables discriminantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . 140 
6.3. Selección de las funciones discriminantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 
6.4. La clasificación de los individuos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 

7. Aspectos teóricos del Análisis de Cluster y Aplicación a la caracterización del 
electorado potencial de un partido. Emilio Martínez Ramos. . . . . . . . . . . . . . 165 
7.1. Introducción ................................................ 165 
7.2. Selección de las variables y criterios de distancia y similaridad . . . . . . . . 166 

7.2.1. La Distancia euclideana . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 168 
7.2.2. La distancia de Mahalanobis . . . .. . . . . . . ... ... .. . .. . . . . . . . 169 
7.2.3. El coeficiente de correlación producto momento de Pearson . . . 170 
7.2.4. Coeficiente de correlación de rangos de Kendall . . . . . . . . . . . . . 170 
7.2.5. Coeficiente de correlación de Spearman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 
7.2.6. Los coeficientes de asociación (para variables dicotómicas) . . . . . 171 
7.2.7. Coeficientes de asociación para variables binarias, cualitativas y 

cuantitativas .......................................... 173 
7.2.8. Transformación de distancias a similaridades: coeficiente de si

milaridad de Catell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 
7.3. Algoritmos de clasificación .................................... 175 

7.3.1. Método de las distancias mínimas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 
7.3.2. Método de las distancias máximas......................... 178 



7.3.3. Método de las distancias entre centroides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 
7.3.4. Método de distancias ponderadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 
7.3.5. Método de William and lamben . . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . 187 
7.3.6. El método K-Means . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 
7.3.7. Q-Technique .......................................... 190 

7.4. El Dendograma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 
7.5. Aplicación del análisis de Cluster a una encuesta de actitudes políticas 194 

Sección ID: Ajuste de modelos 

8. Introducción .................................................... 209 
9. Introducción a los modelos de causalidad. A. Satorra y 1. H. Stronkhorst . . 217 

9.1. Estudios descriptivos y explicativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 
9.2. Modelos uniecuacionales ...................................... 218 
9.3. Modelos multiecuacionales .................................... 222 
9.4. Identificación ............................................... 226 
9.5. Estimación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 
9.6. Contraste Gi-cuadrado de la bondad de ajuste. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 
9.7. Ilustración .................................................. 231 
9.8. Conclusión ................................................. 246 

10. Tres enfoques diferentes para resolver el problema del error aleatorio de 
medida en los modelos de ecuaciones lineales estructurales. W. E. Saris 
(Traducción: J. J. Sánchez Carrión) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 
10.1. Introducción.............................................. 247 
10.2. Indicadores Múltiples ...... '.' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 
10.3. Replicación ............................................... 352 
10.4. Replicación con indicadores Múltiples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 
10.5. Estimación y Verificación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258 
10.6. Un ejemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 
10.7. Resumen ................................................. 265 

11. Análisis de Tablas de Contingencia: Modelos Lineales Logarítmicos . .J. J. 
Sánchez Carrión ................................................ 267 
11.1. Introducción .............................................. 267 

11.1.1. Nomenclatura de las Tablas de Contingencia . . . . . . . . . . . . 268 
11.1.2. Asociación entre variables............................ 270 

11.2. Dos cuestiones a plantearse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 
11.3. Concepto de modelo ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 

11. 3.1. El modelo saturado para tablas 2 x 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 
11.3.2. Otros modelos para las tablas de 2 x 2 .. . . . . . . . .. . .. .. . 278 
11.3.3. Test de las imponancia de los parámetros. . . . . . . . . . .. . . . 279 
11.3.4. Modelos jerárquicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280 

11.4. Tablas Multidimensionales .................................. 280 
11.4.1. Selección del modelo .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 

9 



11. j. Modelo general lineal logarítmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 
11.6. Modelo logit ........................................ . . . . . . 287 
11.7. Modelos causales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 

12. Análisis de Tablas de Contingencia: sistema de las diferencias de proporcio-
nes (Exégesis del trabajo de J. A. Davis). J. J. Sánchez Carrión . . . . . . . . . . 295 
12.1. Introducción ,............................................. 295 
12.2. Diferencias de proporciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 
12.3. Inferencia estadística utilizando proporciones y diferencias de propor-

Clones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . .. . 298 
12.4. Ecuaciones lineales y su representación en grafos. . . . . . . . . . . . . . . . . 299 
12.5. Tablas Multidimensionales .................................. 303 
12.6. Inferencia estadística en tablas Mulditimensionales . . . . . . . . . . . . . . . 316 
12.7. La medida de impacto causal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 
12.8. Resumen ................................................. 321 

Bibliografía .......................... ,............................. 323 

10 



Introducción 

El libro que ahora introducimos pretende cubrir una laguna que existe en el cam
po de las ciencias sociales. Si bien resulta relativamente sencillo de encontrar un libro 
que cubra los conocimientos introductorios de estadística, ya no es tan fácil hallar un 
manual que recoga las técnicas multivariables más usuales del análisis de los datos y 
que esté escrito específicamente para personas que sin una fuerte base matemática se 
introducen en el tema desde su interés por la investigación social. 

Este libro está especialmente dirigido a estudiantes o profesionales de la investiga
ción social que han seguido algún curso introductorio de estadística y que desean co
menzar su aprendizaje de las técnicas multivariables. Hemos pretendido que todos los 
capítulos tengan un doble nivel de lectura. Siguiendo el ejemplo ilustrativo que se 
incluye en cada capítulo el lector no técnico podrá comprender la utilidad de la técni
ca en cuestión. Es decir, aun cuando haya alguna parte de cada capítulo que por su 
complejidad matemática resulte difícil de seguir, a través de los ejemplos se puede lle
gar a comprender básicamente cuál es el objetivo de cada técnica de análisis, cómo 
procede, cuáles son los resultados y cómo se interpretan. Ello, unido a la amplia di
vulgación que existe hoy en día de los programas estándar de análisis de datos en or
denador, permitirá hacer uso de cada técnica con el fin de dar solución a los proble
mas de investigación. Para un lector matemáticamente más exigente. cada capítulo 
incluye información suficiente para seguir el algoritmo básico de cálculo que se utiliza 
en la técnica. . -

El libro está dividido en 3 Secciones y 9 Capítulos. la clasificación que se ha 
hecho sigue un criterio puramente práctico, en función de la aplicación de las técni
cas. Aun cuando técnicas de diferentes secciones tengan fundamentos estadísticos se
mejantes, por ejemplo los modelos lineales, el análisis factorial y el análisis discrimi
nante son todas derivaciones del modelo general lineal, sus objetivos de investigación 
pueden ser diferentes. Básicamente se pueden distinguir tres operaciones: reducir los 
datos, clasificarlos y explicarlos. 

Cuando se recoge mucha información sobre los individuos (u otras unidades de 
análisis), parte de esta información es redundante. las técnicas de reducción preten
den eliminar esa información redundante y quedarse con lo esencial. Así, el gusto por 
el orden como forma de resolver los problemas sociales, las creencias en una verdad 
frente a opiniones discrepantes o en la falta de autoridad como causa de los problemas 
de la juventud se pueden interpretar por el carácter autoritario de las personas que 
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sustentan estas opiniones. En otras situaciones de investigación, cuando los individuos 
contestan a varias preguntas se puede pensar que no todos son diferentes entre sí, sino 
que en función de sus respuestas cabe clasificarlos en diferentes grupos más o menos 
homogéneos. Por último, cuando se disponga de una teoría que 10 justifique cabe su
perar el carácter generalmente descriptivo de las dos operaciones previas, para tratar 
de explicar en base a una serie de variables independientes y sus interrelaciones la va
riabilidad que se observa en una variable dependiente (por qué no todo el mundo ga
na lo mismo, o piensa igual, etc.); para ello habrá que ajustar algún modelo a los da
tos observados. 

Dado que los datos que se producen en las ciencias sociales son diversos (nomi
nales, ordinales o intervales), en las tres secciones incluimos técnicas que se ajustan al 
variado nivel de información del que se dispone. Por ejemplo, en la Sección 1 (Reduc
ción de los datos) incluimos el Análisis Factorial, que requiere de información inter
val; el Análisis Factorial de Correspondencias, que parte de las tablas de contingencia; 
y las Escalas Multidimensionales, que aunque producen resultados métricos tan sólo 
asumen un nivel ordinal de los datos. 

Con el fin de situar y dar unidad a cada uno de los capítulos del libro, al comien
zo de cada sección hemos escrito unas páginas donde se pasa revista a cada técnica 
ofreciendo un breve resumen del contenido de los capítulos. 

Digamos como sencilla y breve contextualización epistemológica del libro que no 
abogamos por unas ciencias sociales que vayan a encontrar su estatus científico en el 
uso indiscriminado de un repenorio de técnicas de investigación desprovisto de todo 
conocimiento sustantivo (teórico) del tema que sea objeto de estudio, pero rechaza
mos la concepción de esas disciplinas como meras formulaciones teoréticas que jamás 
descienden a ser contrastadas en la práctica de la investigación. 

Por último sólo nos queda agradecer su colaboración a cada uno de los autores que 
han hecho posible este libro y al CIS el interés mostrado al publicarlo. 

Autores: 

Joan Manuel BATISTA FOGUET es doctor Ingeniero Industrial (Universidad Poli
técnica de Barcelona), licenciado en Psicología (Universidad Central de Barcelona) y 
diploma en Social Science Data Analysis and Collection (Universidad de Essex). Es 
profesor del departamento de Técnicas Cuantitativas de Gestión de la Escuela Técnica 
Superior de Ingenieros Industriales de Barcelona. 

Antony P. M. COXON es profesor de Métodos de Investigación en Sociología en 
el University College de Cardiff (Universidad de Gales). Estudió Sociología y Filosofía 
en la Universidad de Leeds y ha dado clases en esta Universidad, el Massachusetts Ins
titute of Technology y la Universidad de Edimburgo. En la Escuela de Verano de la 
Universidad de Essex ha impartido cursos de Escalas Multidimensionales durante va
rids años. En 1983 fue Distinguished Visiting Hooker Professor en la Universidad de 
McMaster (Canadá). Tony Coxon está interesado, inter alia, en la Sociología de las 
Profesiones, los problemas de medida en Sociología y la Sociología de la Religión. 

José Miguel GARCIA SANTESMASES es doctor en Ciencias Matemáticas (Univer-
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SECCION 1 

LA REDUCCION DE LOS DATOS 





1. Introducción 

En esta sección vamos a presentar el Análisis Factorial, el Análisis Factdtial de 
Correspondencias y las Escalas Multidimensionales. Las tres técnicas tienen en común 
el hecho de que intentan representar los estímulos (coches, naciones, etc.) o las va
riables (religión, actitudes políticas, etc.) objeto de estudio en un espacio T

dimensional, donde T es menor que el número de estímulos o de variables. Esta repre
sentación tiene una doble lectura. Por un lado se pueden estudiar los estímulos o va
riables que aparecen juntos, definiendo grupos homogéneos; por otro se pueden dejar 
de lado los estímulos o variables prestando atención a (interpretando) las dimensiones 
obtenidas en el análisis. Veamos cada uno de estos aspectos considerando las técnicas 
en cuestión. 

Bajo el título de análisis factorial se incluyen modelos diferentes como son el aná
lisis de componentes principales, el análisis factorial exploratorio y el análisis factorial 
confumatorio. En los tres casos el punto de partida es la matriz de correlaciones o de 
varianzas-covarianzas de las diferentes variables incluidas en el análisis -por lo tanto 
el nivel de medida que se requiere es de tipo intervalo El objetivo de los tres tipos de 
análisis es obtener e interpretar un conjunto reducido, T, de componentes o factores 
latentes (no observados empíricamente) que expliquen la covariación existente entre 
las p variables originales, siendo T < p. 

Si se observa que los niños que tienen buenas notas en matemáticas -ejemplo 
que utiliza Batista- suelen también tener buenas notas en ciencias naturales (las dos 
variables covarían o están correlacionadas), y que aquéllos con buenas notas en francés 
también son alumnos brillantes en latín, se puede pensar que existe una capacidad ló
gico formal y otra habilidad verbal que son las que explican que aquel niño que posea 
la primera saque buenas notas en las dos primeras materias y el que posea la segunda 
lo haga en las dos últimas. Matemáticas, ciencias naturales, francés y latín serían la p 
variables observadas y las habilidades lógico-formal y verbal los polos de uno de los 
componentes o factores que explica las relaciones que se observan entre las notas. 

Observando la representación gráfica de las 4 variables del ejemplo anterior en un 
espacio bidimensional, donde los ejes son los componentes o factores (apartado 2.5) 
se puede ver que las 4 variables aparecen en dos grupos: por un lado, matemáticas y 
ciencias naturales, y, por otro, francés y ladn. Una posible lectura consistiría en Mtu
diar los grupos formados en el análisis. Alternativamente, o complementariamente, se 
puede estudiar el significado de los ejes del espacio representacional. En este caso el 
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autor de este sencillo ejemplo, Reuchlin, etiqueta uno de los ejes como «inteligencia 
general:. y el otro, tal como hemos indicado, «habilidad lógico-formal frente a habili
dad verbal:.. 

Una vez que se han obtenido los dos componentes o factores podemos conside
rarlos como dos nuevas variables que sustituyen a las 4 originales. En función de los 
coeficientes que proporcionan la combinación lineal de las variables originales en la 
determinación de las componentes o de los factores (factor score coefficients) y de los 
valores de las variables se puede determinar una nueva puntuación factorial de los in
dividuos en cada uno de los nuevos factores, sustituyendo así las 4 variables originales 
por los valores en estos dos nuevos componentes. 

Matemáticamente el análisis de componentes y el análisis factorial difieren en la 
forma de obtener los ejes. En el primer caso se trata simplemente de hacer una trans
formación lineal ortogonal de las variables originales, definida por los vectores propios 
de la matriz de varianza-covarianza. Así, las variables originales, (Xl ... Xp), se trans
forman linealmente en un nuevo conjunto de variables compuestas y estandarizadas, 
(yI ... Yp), no correlacionadas entre sí y cuya varianza decrece a partir de la primera 
componente. Se trata simplemente de seleccionar las primeras componentes que 
expliquen una cantidad «suficiente:. de la varianza de las variables originales. 

Cuando se trata del análisis factorial el modelo hace el supuesto de que cada va
riable está compuesta de una parte común con las otras variables y otra específica, en 
la que se incluye tanto su propia especificidad como el posible error de medida. La 
parte común puede ser explicada por una serie de factores comunes, que son los que 
hay que calcular. Puesto que cada variable sólo tiene una parte en común con el resto, 
la diagonal de la matriz de varianza-covarianza que sirve de base para la extracción de 
los factores debe de reflejar este hecho. Ello se consigue sustituyendo los 1 (unos) de 
la matriz utilizada en las componentes principales por un valor estimado de esa parte 
común, normalmente el coeficiente de correlación múltiple de cada variable con las 
restantes. En la práctica ésta es la diferencia. 

Batista muestra el procedimiento analítico de cálculo de las componentes principa
les y de los factores, incluyendo las sentencias del paquete SPSS que permiten su cál
culo en el ordenador y las correspondientes salidas con los resultados. Además del cál
culo de los factores y de las componentes el autor trata el tema de la rotación de los 
ejes con el fin de facilitar la interpretación de los resultados. Igualmente se sigue un 
ejemplo común para ambos métodos con el fin de poder comparar los resultados. 

El tercer método que se explica en el capítulo permite introducir una problemática 
nueva a la que hemos mostrado hasta ahora (cálculo e interpretación de los ejes). Tan
to en el análisis de las componentes como en el análisis factorial se parte de un desco
nocimiento teórico del objeto de estudio y se selecciona una muestra de variables tra-

. tando de descubrir los componentes o los factores necesarios para explicar sus interre
laciones. Este uso del método se dice que es exploratorio. Ahora bien, cuando se co
noce el proceso que genera la covariación es posible formular hipótesis acerca de la 
estructura causal que existe entre las variables observadas y los factores no observados 
que las explican. Para ello hay que construir un modelo causal (véase sección III) en el 
que se especifican las relaciones entre las variables, restringiendo los valores de algunos 
parámetros. A condición de que el modelo causal esté identificado es pOSIble esumar 
sus parámetros (los antiguos pesos de los factores en las variables). El método de esti-
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mación utilizado es el de máxima-verosimilitud. Una de las ventajas de este método 
es que permite contrastar la idoneidad del modelo propuesto, cosa que no era posible 
con los modelos precedentes de estimación mínimo cuadrática. El modelo factorial 
confirmatorio es -un caso particular del modelo de medida en los sistemas de ecuacio
nes estructurales explicado por Saris en este mismo libro. Batista sigue la notación uti
lizada por Saris y Satorra en sus trabajos (véase sección 111), que no es otra que la no
tación de LISREL. 

El segundo de los trabajos que incluimos en esta sección corresponde al Análisis 
Factorial de Correspondencias, desarrollado por García Santesmases. Desde un punto 
de vista práctico, la principal diferencia de esta técnica con el análisis factorial clásico 
se basa en la naturaleza cualitativa de las variables que ahora se utilizan. Mientras que 
un requisito del análisis factorial era el uso de variables medidas a un nivel interval, 
en el análisis de correspondencias las variables son de tipo categórico (nominales u or
dinales). 

Tomando el ejemplo de las correspondencias múltiples podemos mostrar el objeti
vo de esta técnica. A partir de las tablas de contingencia entre las variables X, Y, Z, 
por ejemplo (tabla de Bun), se trata de ver el tipo de dependencias que se establecen 
entre ellas. Buscaremos cuáles son las categorías de X y de Z, por ejemplo, que más 
influyen en (o que se asocian con) una determinada categoría de Y, pudiendo deter
minar así el estereotipo de los individuos (objetos) que se clasifican en esa categoría de 
y. Así, en el ejemplo que utiliza Santesmases sobre los emigrantes iberoamericanos 
en España, en base a las variables utilizadas en el estudio se muestra cómo los ccuba
nos~ quedan descritos en términos de crefugiados~, siendo cestudiantes~ o estando 
cdesempleados~, habitando preferentemente en cMadrid~ y estando muy pocos de ctu
rismo~. Igual se podría hacer con el estereotipo de otra nacionalidad y por compara
ción entre sus respectivos estereotipos (lo que unos tienen y de lo que los otros care
cen) ver las categorías que les discriminan -este sería un uso del análisis de correspon
dencias parecido al análisis discriminante. 

Como resultado del análisis de correspondencias también se obtienen representa
ciones gráficas que permiten visualizar los resultados a los que acabamos de hacer re
ferencia, de forma que la alteración producida por estas representaciones en los datos 
de partida sea mínima. Si se miden las distancias que hay entre las categorías en los 
datos de partida utilizando la distancia de Benzecri 1, el objetivo del análisis es repre
sentar las categorías de todas las variables en un espacio del menor número posible de 
dimensiones respetando las distancias originales. Las deformaciones producidas para 
cada categoría en la solución factorial se pueden evaluar mediante la observación de 
las contribuciones relativas de las categorías a los factores. Al igual que en el análisis 
factorial clásico se puede estar interesado en la interpretación de los ejes factoriales. 
También en este caso hay que recurrir a las categorías que mejor definen cada uno de 
los ejes, viendo las contribuciones absolutas de las categorías (el equivalente a las satu
raciones del análisis factorial). 

En aquellos casos en los que se haga imposible la reducción de la dimensionalidad 
del problema, debido a que el número de factores necesarios para explicar un tanto 

1 Tal como explica Santesmascs ésta es una distancia basada en la Gi-cuadrado que se elige por tener al
gunas propiedades que la hacen conveniente. 
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por ciento elevado de la inercia sea muy grande, se pueden utilizar los factores en sus
titución de las variables cualitativas, considerando así nuestro problema descrito en 
términos de variables cuantitativas. 

En términos prácticos vemos que no hay diferencia entre las dos técnicas (análisis 
factorial y análisis de correspondencias), si exceptuamos el punto que hace verdadera
mente interesante al análisis de correspondencias: su capacidad para trabajar con va
riables cualitativas (nominales u ordinales), sin ningún tipo de transformación. Donde 
sí hay diferencias es en la elección de la métrica utilizada. En las correspondencias las 
categorías vienen representadas por sus perfiles en un espacio de tantas dimensiones 
como categorías tiene la otra variable (en el supuesto de correspondencias simples). A 
esos puntos, dotados con la métrica de Benzecri, se les somete a la misma 
metodología que en el análisis de componentes principales: localización de subespa
cios de máxima inercia. En las componentes principales o en el análisis factorial los 
puntos vienen representados por sus valores en un espacio de tantas dimensiones co
mo variables existan, siendo la métrica utilizada la euclídea. El objeto del análisis es la 
localización de subespacios de máxima varianza mediante la diagonalización de la 
matriz de correlaciones. 

En el tercer capítulo de esta sección Coxon y Jones introducen las escalas multidi
mensionales no-métricas. En esta técnica se asume que el nivel de medida es ordinal, 
aun cuando en la solución del análisis (por solución se entiende la distancia entre los 
estímulos en un espacio r-dimensional) se recupera la información métrica subyacente 
a los mismos. 

Dado un número de estímulos (coches: países, etc.) que difieren respecto de una 
serie de propiedades o dimensiones (velocidad, precio, etc. en el caso de los coches; 
renta, sistema político, etc. en el C:iSO de las naciones), el modelo básico de las escalas 
multidimensionales trata de ver cuál es el número mínimo de esas dimensiones que 
permiten explicar la variabilidad de-los estímulos (según las respuestas de los entrevis
tados los coches o los países son diferentes) y cuáles sus coordenadas en esas mismas 
dimensiones. En el espacio multidimensional los estímulos están representados por 
puntos, correspondiendo su posición al grado o cantidad de epropiedad(es). o edi
mensión( es). que posean; mientras que la distancia entre dos estímulos (entre dos 
puntos en el espacio) está en función de su grado de (di)similaridad: cuanto más se
mejantes sean, más próximos estarán los dos estímulos en el espacio. 

En el modelo básico del análisis multidimensional la variabilidad que se observa 
en las respuestas de los entrevistados a la hora de evaluar los estímulos 2 se adscribe a 
la propia variabilidad que en éstos mismos existe. Sólo se miden los estímulos, tratan
do de lograr que sea en el menor número posible de dimensiones. Se desprecia la sin
gularidad de las respuestas de cada entrevistado y se calcula una media para el conjun
to de las respuestas. 

En los análisis de las diferencias individuales y de las preferencias (ambos se expli
can en el trabajo de Coxon y Jones) las diferencias que hay en las respuestas de los 

2 Una pregunta que diera lugar a información susceptible de ser analizada mediante las escalas multidi
mensionales podría ser del tipo siguiente: formar parejas con una lista de países; ordenándolas por orden de 
semejanza; o puntuar de O a 100 las parejas de países, reservando el O para aquella pareja totalmente seme
jante y el 100 para aquella otra que sea totalmente diferente. (Véase una explicación e ilustración del mode
lo básico en Sánchez Carrión, 1984). 
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entrevistados también se tienen en cuenta, considerando que no sólo hay variabilidad 
entre los estímulos sino también en su percepción por parte de los sujetos, por lo que 
ambos (estímulos y sujetos) son objeto de medición. En el primer caso (diferencias in
dividuales) para ver cómo perciben los mismos estímulos diferentes individuos. En el 
segundo (análisis de las preferencias) se estudian cuáles son las preferencias, frente a 
un grupo de estímulos, de cada uno de los entrevistados. 

Respecto del análisis factorial se pueden señalar las siguientes diferencias. Por una 
parte, ambas técnicas difieren en el tipo de datos que utilizan: interval en el análisis 
factorial y ordinal en el análisis multidimensional no-métrico. Sin embargo, dado que 
también hay análisis factorial no-métrico y escalas métricas, es más importante la dife
rencia que se establece entre ambas técnicas en términos de los modelos subyacentes 
respectivos. El análisis factorial está basado en un modelo de productos escalares 
mientras que las escalas multidimensionales descansan en un modelo de distancias. 
Puesto que el análisis factorial trata los datos como productos escalares, una solución 
perfecta será aquella en la que los productos escalares entre los puntos en el espacio 
multidimensional se correspondan con los valores de los datos originales. O dicho de 
otra manera, siguiendo la explicación de Batista, cuando las correlaciones entre los 
puntos reproducidas a partir de las ponderaciones factoriales sean iguales a las correla
ciones originales. En las escalas multidimensionales no métricas la solución correcta se
rá aquella en la que las distancias entre los puntos se iguale con (sea una transforma
ción monótona de) los valores de los datos de partida (hs [di ]similaridades entre los es
tímulos) (véase Rabinowitz, 1975). 
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2. Componentes principales y análisis factorial (exploratorio y 
confirmatorio) 

por Joan Manuel Batista Foguet 

Cuando el objeto de estudio es el hombre, la investigación científica en Psicología, 
Sociología, Biología, ete., requiere instrumentos adecuados para tratar la enorme y di
versa cantidad de información generalmente disponible. Los métodos estadísticos mul
tivariables implementados en ordenador, permiten mediante cálculo matricial conju
gar todos los aspectos del estudio -diseño, estimación y contrastación de relaciones, y 
evaluación del término de error- en un único análisis. En la presentación de la técni
ca de Análisis de Componentes Principales y del modelo de Análisis Factorial, se ha 
puesto el énfasis tanto en la necesidad de matrices como en la del ordenador. 

En primer lugar, un estudio para definir una tipología socioeconómica de munici
pios en Cataluña introduce a las técnicas de Análisis Multivariable, cuyo objetivo es 
reducir, sin parcializar, la información proporcionada por el conjunto inicial de va
riables. Los conceptos que aparecen en este apartado se establecen a través de nociones 
de Estadística básica, para formalizarlos a continuación. 

Un ejemplo que se resuelve «manualmente., permite utilizar la técnica de Análisis 
de las Componentes Principales para introducir conceptos propios del modelo de Aná
lisis Factorial, e identificar posteriormente los resultados en el listado que proporciona 
un programa estadístico ad-hoc. 

Desde una perspectiva algebraica se describe el concepto de estructura de una ma
triz de correlaciones, derivada del análisis previo que se efectúa sobre esta matriz: a 
continuación se obtienen las componentes a partir de las variables originales, y se apun
tan algunas de las relaciones que se precisarán ulteriormente. 

El tercer apartado presenta el modelo de Análisis Factorial, explicitando sus dife
rencias con la técnica de análisis anterior, desde los puntos de vista: histórico, formal y 
práctico. 

En primer lugar, se definen la ecuación y los supuestos que conjuntamente deter
minan el modelo, así como la estructura que éste implica a pn"on" en la matriz de 
correlaciones. Más adelante, las mismas correlaciones entre un grupo de v~iables, cu
ya subyacente estructura común es conocida si bien su solapamiento es reducido, se 
someten a dos análisis paralelos: Factorial y de Componentes Principales, con la finali
dad de observar las distintas repercusiones que deben aparecer en los resultados. Por 
último, ya que en la valoración de estos análisis han prevalecido tradicionalmente cri
terios propios de la técnica de Componentes Principales, se sugiere aquilatar, como 
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adecuado complemento de aquellos criterios, los residuos que permanecen al reprodu
cir la matriz de correlaciones según el modelo Factorial estimado. 

Por fin, en el apartado cuarto, se introduce el Análisis Factorial Confumatorio a 
partir de la referencia exploratoria que del modelo se ha dado en capítulos anteriores. 

Se establece primero el papel que el modelado estadístico multivariable desempe
ña en la investigación científica, y se demarca su utilización exploratoria o confumato
ria. En segundo lugar, la introducción de restricciones en el modelo de Análisis Facto
rial permite, por un lado, resolver con mayor precisión teórica lo resoluble desde la 
perspectiva exploratoria; por otro, especificar gran cantidad de modelos de medida a 
partir del Factorial. 

Por último, se repasan someramente las etapas del modelado estadístico: especifi
cación, identificación, estimación y verificación, para así asentar conceptos básicos de 
planteamientos más generales de análisis de ecuaciones de estructura lineal, LISREL. 
Al igual que otros temas tratados sólo sucintamente, se proporciona la bibliografía 
adecuada para su consulta. 

Este trabajo se ha escrito pensando en cursos para post-graduados, cuya formación 
no sea esencialmente matemática. Por ello, resulta apropiado como complemento en 
cursos de especialización en facultades de Ciencias Sociales, de la conducta y biológi
cas, o en seminarios introductorios al análisis estadístico multivariable. 

2. l. Introducción histórica 

En el siglo XIX, en Londres, en un intento para identificar criminales a partir de 
sus características físicas, se propone tomar un conjunto de 12 medidas del cuerpo de 
estos delincuentes. Galton critica este procedimiento alegando que varias de las medi
das tomadas estarían altamente intercorrelacionadas (extremidades, etc.), propor
cionando por consiguiente información redundante. Posteriormente, McDonald, cola
borador de K. Pearson, midió 7 características del cuerpo en 3.000 criminales y publi
có los resultados en una matriz de correlaciones. Pearson estaba convencido que los 
índices ideales, que resumirían lo esencial de las medidas utilizadas para la identifica
ción, se corresponderían con los ejes perpendiculares del elipsoide de inercia, obteni
do cuando estas medidas se plasmasen en el espacio de las 7 variables observables 
(v.o.). 

En 1933, Hottelling, basándose en aquel artículo de Pearson, propone un algorit
mo para hallar dichos ejes, lo cual supuso un gran avance en la diagonalización de 
matrices simétricas, pues en esencia requería obtener los vectores y valores propios de 
la matriz de correlaciones de las p variables originales. 

2.2. El Análisis de Componentes Principales. Una aplicación 

la concepción de esta técnica descansa en la utilización del Análisis Multivariable 
(AM), que tiene por finalidad reducir la dimensión de un conjunto de p variables ob
servables. Resulta pues adecuada para describir, clasificar, predecir. etc. (Lebart, Mori
neau. Tabard, 1977). Usualmente esta técnica de análisis se aplica con el fin de obte-
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COMPONENTES PRINCIPALES Y ANALISIS FAcrORIAl (EXPLORATORIO y CONFIRMATORIO-

T ASLA 1. Relación de indicadores compuestos utilizados en el análisis multivariable. 

* 1. P079 Población municipal 1979 (% del total) 
* 2. DE79 Densidad demográfica 1979 (Hab/Ha) 
* 3. CV75 Crecimiento vegetativo 1975 (°/00) 

4. CV76 Crecimiento vegetativo 1976 (°/00) 
5. NA76 Nacimientos 1976 (°/00) 
6. M076 Muertes 1976 (°/00) 

* 7. MA76 Matrimonios .1976 (°/00) 
* 8. CA70 Crecimiento anual acumulativo 1950/70 
* 9. CA75 Crecimiento anual acumulativo 1971/75 
* 10. CA81 Crecimiento anual acumulativo 1976/81 
11. F AMI Familias en núcleo diferente principal (%) 
12. SL72 Superficie cultivada 1972 (% con respecto a la censada) 

* 13. SllA Superficie cultivada 1972 (% por habitante) 
*14. PAPR Población activa sector I 1975 (%) 
* 15. PASE Población activa sector 11 1975 (%) 
*16. PAJE Población activa sector III 1975 (%) 
*17. NR75 Nivel renta 1975 (índice Banesto) 
18. NR70 Nivel renta 1970 (índice Banesto) 
19. NR65 Nivel renta 1965 (índice Banesto) 

*20. TH79 Teléfonos 1970 (por 1.000 habitantes) 
*21. DP76 Total gastos muncipal 1976 (por habitante) (TELF) 
*22. EH79 Consumo energía eléctrica 1979 (por habitante) (ENEL) 
23. TH81 Turismos 1981 (por 1.000 habitantes) 

*24. TEro Teléfonos + turismos (por 1.000 habitantes) 
25. BH79 Bancos y Cajas 1979 (por habitante) 
26. FH78 Farmacias 1978 (por habitante) 
27. AH79 Ambulancias 1979 (por habitante) 
28. LH79 Camas hospitalarias 1979 (por 1.000 habitantes) 
29. AP78 Alumnos preescolar 1978/79 (por 1.000 habitantes) 
30. AE78 Alumnos EGB 1978/79 (por 1.000 habitantes) 
31. AB78 Alumnos BUP 1978/79 (por 1.000 habitantes) 
32. AF78 Alumnos FP 1978/79 (por 1.000 habitantes) 

*33. EQES AP78 + AE78 + AB78 + AF78 
34. NI73 Nuevas inversiones 1964173 (% del total) 
35. Ni78 Nuevas inversiones 1974/78 (% del total) 

*36. AI73 Ampliación inversiones 1964/73 (% del total) 
37. AI78 Ampliación inversiones 1974/78 (% del total) 
38. EI80 Empleo industrial 1980 (% población) 

*39. EMIN Empleo industrial 1980 (% del total) 
40. VS80 Viviendas secundarias 1981 (% del total) 

*41. VISE Viviendas secundarias 1981 (por habitante) 
42. PFLI Población flotante 1981 (% del total) 

*43. PFLO Población flotante 1981 (por habitante) 
*44. ACCE Accesibilidad a la red de carreteras 
45. ALCA Altura. 

25 



ner un número más reducido de variables compuestas que se denominan componen
tes, y que por su mayor relevancia conceptual pueden, en posteriores aplicaciones, 
sustituir a las primitivas variables (Batista y Estivill, 1983; Moser y Wolf, 1961; )ollife, 
1972, 1973; Daling y Tamura, 1970: 260-268). 

Considerar la forma natural de la nube de puntos, implica que la transformación 
idónea de las v.o. es la ortogonal definida por los vectores propios de la matriz de co
varianzas. Matemáticamente esto se traduce en transformar linealmente el vector de 
v.o., x = (x .. ... , xp), en un nuevo conjunto de variables compuestas estandarizadas, 
y = (y.. . .. , Yp), que están intercorrelacionadas entre sí y cuya variancia decrece a par
tir de la primera componente. La técnica de ACP está orientada a explicar, en el sen
tido de la regresión, la mayor proporción de variancia de las v.o. mediante el menor 
número posible de componentes. 

Entre las usuales aplicaciones del ACP, mencionadas anteriormente, merece desta
carse aquella que trata de establecer la dimensionalidad latente de un conjunto de v.o. 
Discernir lo esencial posibilita prescindir de la información redundante que existiese 
en las p variables originales, y considerar únicamente la proporcionada por un conjun
to menor de m « p) variables no observables, conocidas como Componentes Princi
pales. 

El estudio a que se refieren Batista y Estivill (1983) trata de definir una clasificación 
tipológica de los municipios de Cataluña, de acuerdo con su comportamiento respecto 
a una serie de variables socioeconómicas consideradas relevantes. En primer lugar se 
utiliza el ACP (Lebart y Morineau, 1982; Nie, Hull el al., 1975) para decidir el reduci
do número (m) de compon"entes, que determina, bien una estructura causal subyacen
te o bien un patrón de covariación estable entre las v.o., y permite explicar gran parte 
de la variabilidad del conjunto original. Posteriormente, en base a la clasificación de 
los municipios, según su situación en las m = 6 primeras componentes, se procede a 
un Análisis de las Agrupaciones (Cluster Analysis) que partirá a la población de mu
nicipios en clases razonablemente tipificadas. Algunos antecedentes de la conjunción 
de ambas técnicas pueden encontrarse en Green, Frank y Robinson (1967), Everitt, 
Gourlay y Kendell (1971); Lebart, Morineau y Fenelon (1979). 

La matriz de datos X(Nxp) de la que finalmente se parte, incluye p = 22 v.o. 
(tabla 1), y N = 296 municipios con un número de habitantes superior a 1.500 (95 % 
de la población de Cataluña distribuida de forma representativa). 

Ya que las variables se midieron en escalas de intervalo o de razón, la matriz 
varianzas-covarianzas de las p v.o. estandarizadas coincidirá con la matriz de correla
ciones de Pearson, R (tabla 2), que es el punto de partida del análisis estadístico de 
los datos. Por otro lado, resulta adecuada la matriz R, como base del análisis posterior 
pues, en general, los gráficos bivariantes de v.o. no exhibían patrones de relación clara
mente no lineales. 

Como se verá más adelante, uno de los resultados del análisis de la matriz R, es la 
obtención de los coeficientes de las ecuaciones de la tabla 4 que expresan la transfor
mación lineal de las p = 22 v.o., en el conjunto de 22 componentes. De la tabla 3 se 
seleccionan las 5 primeras más relevantes. 

Cuanto mayor sea el coeficiente (factor score) más realce tiene la variable en la 
componente particular de que se trate. A partir de estas ecuaciones puede evaluarse la 
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TABLA 3. Vectores propios nonnalizados asociados a los cinco mayores valores propios de 
la matriz de correlaciones de la tabla A.2 (Resultados del subprograma FACTOR- PAl del 

SPSS). 

COMPONENTES PRINCIPALES DE LOS MUNICIPIOS DE CATALUÑA 
File NO NAME (Creation date = 3-Aug-83) 

Factor score coefficients 

P079 
DE79 
CV75 
MA76 
CA 70 
CA75 
CA81 
PAPR 
PASE 
PATE 
SLLA 
EMIN 
AI73 
PRO 
VISE 
NR75 
DP76 
TELF 
TFTU 
ENEL 
EQES 
ACCE 

28 

Factor 1 

0,06513 
0,06250 
0,09422 

-0,07974 
0,08539 
0,09706 
0,07663 

-0,10919 
0,07450 
0,07367 

-0,10285 
0,06999 
0,04990 
0,06342 
0,04725 
0,11407 
0,09170 
0,09542 
0,08575 
0,06955 
0,06520 

-0,08506 

Factor 2 

-0,10914 
-0,10894 
-0,06839 

0,06592 

0,13331 
0,14335 

-0,01213 
0,06961 

Factor 3 

0,30166 
0,19237 

-0,02391 
0,17620 

• • • • • • • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • • • 

0,04252 
-0,00642 

0,07250 
0,17518 

TABLA 4 

Factor .. 

0,11665 
0,18408 
0,16535 

-0,14398 

-0,08949 
0,07879 

-0,41693 
-0,14558 

.06513 Xl + .06250 X2 + 

.10514 Xl - .10894 X2 -

.30166 Xl + .19327 X2 -

.11665 Xl + .18406 X2 + 

.07393 Xl - .00440 X 2 + 

.08506 X22 

+ .06961 X 22 

... + .17518 X22 

.14558 X22 

... + .14345 X22 

Factor 5 

-0,07393 
-0,00440 

0,23606 
-0,16634 

-0,09500 
-0,04644 

0,31641 
0,14345 



COMPONENTES PRINCIPAlES Y ANAUSIS FACfORIAL (EXPLORATORIO y CONFIRMATORIO 

puntuación de cada municipio en una componente específica, sustituyendo los valores 
que éste toma en cada una de las 22 v.o. 

La imponancia de cada componente, y k' es función de la magnitud de la varianza, 
~k' que ésta logra explicar -en el sentido de la regresión- de la varianza total, p. 

De la tabla 5, se recogen a continuación las cantidades absolutas y relativas de va
rianza explicada por las cinco componentes principales. 

Componente (y k) Varianza explicada (Ak) Ratio ~ (%) 
P 

Y1 6.7840 30.84 

Y2 4.5805 20.82 

Y3 2.1661 9.85 

Y4 1.3911 6.32 

Y5 1.0588 4.81 

72.64 

En la misma tabla puede comprobarse que la varianza extraída por todas las com
ponentes, coincide con la varianza total, 

~1 + ~2 + ~3 + ... + ~22 = 6.7840 + ... + 0.0005 = 22 

Obtenidas las componentes, es útil disponer de una ordenación de los municipios 
y de las v.o. según estas nuevas dimensiones. En efecto, las coordenadas o proyec
ciones de los individuos (unidades del análisis) sobre las, m = 6, primeras componen
tes, que son los nuevos ejes onogonales (tabla 6) permiten; 1. O) Facilitar lá interpreta
ción de las componentes (tabla 7), y 2. O) Sustituir por un número reducido de compo
nentes incorrelacionadas, el conjunto inicial de v.o. no independientes, ya sea como re
gresores en el modelo lineal Oollife, 1972, 1973; Daling y Tamura, 1970: 260-268), ya 
para facilitar el proceso de agrupamiento de los individuos (Green, Frank y Robinson, 
1967; Everitt, Gourlay y Kendell, 1971, Batista y Estivill, 1983). 

Adicionalmente la proyección (lI,k) de una v.o. (x,) sobre una componente particu
lar (y k) evalúa el grado de relación lineal entre las mismas, pues, como se verá en el 
apartado 2.3.3 coincide con su coeficiente de correlación. La matriz A(pxm), definida 
por el conjunto de estas correlaciones se denomina matriz de saturaciones o pondera
ciones factoriales (tabla 8) y permite representar las v.o. en el subespacio que las com
ponentes determinan (tabla 9) o expresarlas en función de las componentes principa
les, según ecuaciones estocásticas del tipo: 

- .44Y1 + .50Y2 + 

- .43Yl + .50Y2 + 
.08Y5 + el 

.01Y5 + e2 

X22 + .58Yl - .32Y2 + ... - . 16y, + e22 

29 
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TABLA 7. (a) Gráfico de los municipios en el espacio de las dos primeras componentes. 
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Obviamente, la introducción del término de error en estas ecuaciones está justifi
cado por cuanto se han omitido 17 de las 22 componentes finales. 

la trascendencia de esta matriz de saturaciones A, se debe a que posibilita deducir 
el alcance que en el análisis tienen cada V.O. y cada componente. Como se verá en el 
apartado 2.3.5, de las columnas de A puede deducirse la contribución de cada com
ponente a la varianza total, y de las filas, puede obtenerse el porcentaje de la varianza 
de cada v.o. que explican las 5 primeras componentes -este % coincide con el con
cepto de comunalidad (tabla 10), propio del Análisis Factorial del aparrado 2.3.2. 
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TABLA 9. Situación de las variables según sus coordenadas (tabla 8) en el espacio determinado 
por las dos primeras componentes (Resultados del subprograma FACTOR-PAl del SPSS). 

15 14 
20 

19 

8 22 4 17 
18 

16 
10 

11 
7 

1 = P079 2 = DE79 
21 

3 = CU75 4 = MA76 
5 = CA70 6 = CA75 
7 = CA81 8 = PAPR 6 
9 = PASE 10 = PATE 

11 = SLLA 12 = EMIN 3 
13 = AI73 14 = PFLO 
15 = VISE 16 = NR75 13 5 

17 = DP76 18 = TELF 2 9 
19 = TFfU 20 = ENEL 112 
21 = EQES 22 = ACCE 

TABLA 10. Porcentaje de la varianza de cada variable explicado por las cinco primeras com
ponentes. Variables mejor representadas en este sistema más parco: P079, PAPR y PASE; la 
peor representada es la A173, que según la tabla 8 (e) es relevante en la sexta componente 

(Resultados del subprograma FACTOR-PAl del SPSS). 

Variable (Communality) 

P079 0,90637 
DE79 0,66895 
CV75 0,62516 
MA76 0,60138 
CA7d 0,62417 
CA75 0,65389 
CA81 0,62606 
PAPR 0,91n2 
PASE 0,91904 
PATE 0,75183 
SLLA 0,73415 
EMIN 0,87083 
AI73 0,45203 

PFLO 0,84931 
VISE 0,73621 

NR75 0,78341 
DP76 0,79240 
TELF 0,74538 
TETU 0,74659 
ENEL 0,66954 
EQES 0,67056 
ACCE 0,64358 
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TABLA 11 

5 
~k 11 12 13 14 15 117= E ti;k 

k=l 

Xl (- .44)2 ( .50)2 (.65 )2 ( .16)2 ( .08)2 .9064 

X 2 (- .43)2 ( .50)2 (.42)2 ( .26)2 ( .01)2 .6689 

X22 ( .58)2 (- .32)2 (.38)2 (- .20)2 (- .16)2 .6436 

22 5 22 

Ak = E~ 6,784 4,580 2,166 1,391 1,059 E Ak = E hf = 15,9875 
;= 1 k=l ;-1 

En la tabla; puede comprobarse que el porcentaje de varianza explicado por las 
m ; componentes principales es efectivamente 

EAk 
P 

1;.980; 

22 
.7264 

La selección de variables, que inicialmente se hizo con la finalidad de cubrir el do
minio objeto de estudio, redunda en aumentar la heterogeneidad de las mismas 
(DP76 y PASE; ACCE y VISE). Esto ocasiona la obtención de componentes con un 
poder explicativo reducido -las tres primeras sólo representan el 61.; % de la variabi
lidad total (tabla;)- y por lo tanto debe procederse con cautela al validar los nuevos 
ejes. A continuación se detalla la «etiquetación. de aquellas componentes cuya in
terpretación teórica es clara. 

La componente 1 es un indicador de «tamaño. que podría llamarse calidad de vida 
urbana. Las correlaciones más elevadas de la componente (tabla 8). se dan con la 
NR7; (- 0,77), PAPR (0.74). SLLA (0.70). CA75 (- 0.66) Y TELF (- 0.6;). Esta 
primera componente discrimina claramente entre los municipios con unos indicadores 
de renta agregada más elevados (nivel de renta. número de teléfonos por habitante. 
gastos municipales. etc.) y con una dinámica demográfica expansiva entre los años 70-
7;. y los municipios más rurales y deprimidos. agrarios y con mala accesibilidad. La je
rarquía definida por las coordenadas municipales correspondientes a la pnmera compo
nente se puede asimilar a una ordenación de acuerdo con un factor de tamaño cualitati
vo determinado por el nivel de vida urbana. Los valores más significativos según la pri-
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mera coordenada factorial, corresponden a un conjunto de municipios formado, por 
una parte, por los que tienen un fuene componente urbano (área metropolitana de 
Barcelona, Tarragona, Gerona, Mataró ... ) y por otra, todos aquellos núcleos más turís
ticos caracterizados por un alto nivel de vida y de consumo (lloret, Castell d' Aro, Tos
sa, Salou ... ). En el extremo opuesto encontramos los núcleos más rurales y deprimidos 
de todo el conjunto analizado (Batea, la Fatarella, Serós, Isona, etc.). 

Hay que tener en cuenta a la hora de analizar los resultados obtenidos, que la va
riable de más alta correlación con la primera componente la NR75, se refiere al nivel 
de renta por cápita municipal estimado pára el año 1975, año en que la crisis in
dustrial acababa de empezar. 

La componente Il es un indicador que muestra el grado de especialización econó
mica de cada municipio. Esta componente presenta una alta correlación (tabla 8) con 
las variables PFLO (-0,75), VISE (-0,71), ENEL (-0,66) y TFTU (-0,61). La or
denación proporcionada por la proyección de los municipios sobre el eje 2, sitúa en 
primer lugar todos los municipios con una fuene especialización turística (Castell 
d'Aro, Tossa, Lloret, Cadaqués ... ). Al tratarse de un factor onogonal con respecto al 
primero, discrimina entre los municipios altamente significativos según aquella prime
ra componente principal. Esto se ve claramente en la representación de la nube de 
puntos en ei plano de los ejes 1 y 2 (tabla 7). Obsérvese la forma cónica abiena hacia 
los municipios de alta calidad de vida urbana, lo cual permite distinguir entre los 
núcleos eminentemente turísticos (Salou, Lloret, Sitges, Tossa, Sant PoI, Llan~a ... ) y 
las áreas urbanas de especialización equilibrada (Sabadell, Mataró, Tarragona, Girona, 
Reus, Lleida ... ). Al extremo opuesto del gráfico, se sitúa el conjunto de todos 
aquellos municipios con una baja calidad de vida urbana, rurales y deprimidos que, 
lógicamente, no incluye ningún núcleo turístico ni ninguna área urbana imponante. 
De aquí que todos se sitúen en la zona de mínima significación con respecto al eje 2. 

La componente III se caracteriza (tabla 8) por las variables P079 (0,65), EMIN 
(0,59) y PASE (-0,50). Se trata de una componente que destaca el tamaño urbano. 
Discrimina claramente entre los núcleos principales de la red urbana, de acuerdo con 
la población y un cieno desarrollo de las funciones terciarias (Sabadell, Badalona, 
Tarragona, Gerona, Reus ... ), en contraposición a los pequeños municipios industriali
zados y de rápido crecimiento demográfico (Sant Andreu de la Barca, Barbera, Mont
meló, Canovelles ... ). 

La aplicación del ACP a un conjunto inicial de variables, con la finalidad de sinte
tizar la información recogida por éstas, nos ha permitido adelantar conceptos esen
ciales del Análisis Estadístico Multivariable. A continuación formalizamos estas ideas 
sirviéndonos de las propiedades del álgebra matricial, para referirnos a ella al introdu
cir el modelo de Análisis Factorial. 

2.2.1. Algoritmo de Cálculo 

El psicólogo francés M. Reuchlin (1964), comenta un sencillo ejemplo en el con
texto del Análisis Factorial (AF), cuyos datos se utilizarán aquí para desarrollar el 
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ACP. La tabla 12 describe las puntuaciones de ocho alumnos en las asignaturas de 
Matemáticas (Xl)' Ciencias Naturales (x2), Francés (x3) y Latín (x4). 

TABLA 12. Notas obtenidas por ocho alumnos en cuatro asignaturas. 

Xl X2 X3 X4 

13 12.5 8.5 9.5 
14.5 14.5 15.5 15 
5.5 7 14 11.5 

14 14 12 12.5 
11 10 5.5 7 
8 8 8 8 
6 7 11 9.5 
6 6 5 5.5 

Debe seleccionarse en primer lugar la medida de dependencia entre las variables: co
variancias o correlaciones, pues las unidades afectan al concepto de distancia y por 
tanto a la variancia; así, no se obtienen soluciones equivalentes según se utilice una u 
otra con el simple re escalamiento de las componentes (Morrison, 1976). En nuestro 
caso se ha decidido efectuar el análisis en base a correlaciones, por tanto se supondrá a 
partir de ahora que las v.o. han sido previamente estandarizadas (E(x) = O ; 
V(x) = 1). 

La matriz de correlaciones, R, entre estas variables es: 

Xl X 2 X 3 X 4 

Xl 

[ ~.9829455 
J 

x2 1 
(1] x3 0.250345 0.4175258 1 

x4 0.5429605 0.6823637 0.9483579 1 

Se trata de obtener las combinaciones lineales V(pxp) de las v.o. 

Y=XV [2] 

donde Y(Nxp) y X(Nxp) 

tales que cumplan aquellas condiciones mencionadas en el apartado 2.2. Así, sobre la 
primera componente 

[3] 

debe proyectarse la mayor cantidad de varianza posible; es decir 

[4] 
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debe ser máximo, con 

[5] 

La segunda componente, que debe maximizar la varianza explicada residual (des
pués de la extracción de YI)' se obtendría calculando el V2 tal que 

Y2 está incorrelacionada con y 1 

V(Y2} = ).2' es máximo 
v;v2 = 1 

} 
[6] 

[7) 

análogamente se obtendrían las restantes componentes. El sistema de ecuaciones [2] 
junto con las restricciones [7], asociadas a cada ecuación, se resuelven por el método 
de los multiplicadores de Lagrange que conduce a la diagonalización de la matriz, R, 
de correlaciones entre la v.o. (Mulaik, 1972). 

Es inmediato demostrar (Maxwell, 1977) que, ).1' varianza de la primera compo
nente, coincide con el mayor valor propio de R, siendo los coeficientes de la combina
ción lineal, los elementos del vector propio, V" normalizado y asociado a dicho valor 
propio. En general, se obtiene 

RV = VD 
con D = diag ().I'~' ... , ).P/).hI < ).k) 

Y v'v = 1 

[8] 
[9] 

[10] 

En nuestro caso los vectores y valores propios de R se han obtenido con un progra
ma en BASIC (Hewlett Packar 9390 A) 

[ 
VI V2 V} V4 

] .479846 - .552457 - .604236 - .317084 

V= 
.531096 - .402197 .739926 .093190 
.442562 .631486 .104691 - .628016 
.540207 .367910 - .276494 .704535 [11] 

[ 2.930085 ] D= ().I) 1.067980 
().2) .001400 

().}) .000534 
().4) 

[12] 

2.2.2. Interpretación de /os va/ores propios 

Al examinar la matriz de correlaciones R, se observa, que la diagonal principal 
contiene las varianzas de las p, v.o., y los valores exteriores representan la parte com-
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partida o explicada en común por pares de variables; estas correlaciones pueden en
tenderse por tanto, como una parte no fundamental o redundante .. 

No obstante, si se toma como base la matriz de vectores propios, V, que discrimi
na al máximo las v.o., la matriz R «se verá:. en forma diagonal; en efecto, de [8] se 
tiene: 

V'RV = D (13] 

que generaliza [4]. Esta matriz, D no es más que una transformación onogonal de R, 
por lo que contendrá, aunque resumida, toda la información relevante que aquella 
incluía, es decir, lo esencial, «su naturaleza o espectro:., que se resume en el concepto 
de traza, Tr, valor que se conserva en toda transformación similar. 

p p 
Tr(R) = E rü = P = E ).k = Tr(D) [14] 

j= 1 

La ecuación [14] aclara que toda la varianza del conjunto de v.o. ha sido «extraí
da:. por las componentes (en la transformación); tiene sentido, pues, interpretar el va
lor propio, ).k' como la pane de la varianza que el k-ésimo eje principal «explica:., y el 

ratio l como índice de la imponancia de esta componente en una descripción más 
p 

parca del conjunto de v.o. Sin embargo, es la nueva versión de [8]; 

R = VDV' [15] 

que estructura R en términos de vectores y valores propios, la que permite interpretar 
geométricamente estos conceptos de forma que resulten más manejables. Así, se de
sarrolla [15] según las direcciones principales de V, 

[16] 

cada término del segundo miembro determina las proyecciones sobre cada componen
te (RVk = V).k) , es decir, expresa que la varianza del conjunto de v.o. proyectada 
sobre el vector v k es precisamente ).k· 

Ya que en nuestro ejemplo, ).3 y ).4' son despreciables, puede prescindirse de las 
componentes asociadas a estos valores propios y reducir, en consecuencia, la dimen
sión de p = 4 a m = 2. En efecto, al reproducir según [16] la matriz de correlaciones 

[17] 

[

.230 ] [.304 ] ... ). .255 .282 .222 .162 
R = 1 .212 .235 .169 +).2 .348 .254 .399 

.259 .286 .239 .292 .203 .148 .232 .135 
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[

.674 ] 

.747 .826 

.621 .688 .574 + 

.759 .840 .700 .855 
[

.324 ] 

.237 .173 

.371 .271 .426 

.216 .158 .248 .144 

[18] 

La matriz de residuos, R - R, determina la posible distorsión en la que se hu
biera podido incurrir al describir las v.o., Xl' X2 ' X} y X4' mediante dos únicas compo
nentes 11 e 12" 

[

.002 ] 

.001 .001 

.000 .000 .000 

.000 .000 .000 .001 
(19] 

2.2.3. Relación entre variables origina/es 1 componentes 

La matriz R simétrica y semidefinida positiva, puede ser analizada siempre en fun
ción de una matriz A, llamada matriz factorial, y que se obtiene de [15] según: 

[20] 

con 

A = VDll2 [21 ] 

Este hecho, como se verá en el próximo aparrado, fue utilizado por Thurstone 
(1931) para descomponer la matriz de correlaciones en el producto de una matriz A 
de menor rango, por su transpuesta A'. Dado que las componentes son orrogonales, 
ya se mencionó en el aparrado que esta matriz A está constituida por las correlaciones 
entre X e y, que reciben el nombre de «saturaciones. o «ponderaciones., y relacionan 
ambos conjuntos de variables según la ecuación: 

en nuestro caso, A es; 

A = VDl/2 = 

40 

x=A :y 
(p, 1)(p,m)f.m, 1) 

[22] 

1.03343 
] [23] 
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que sólo contiene dos columnas al considerar únicamente las componentes asociadas a 
los dos primeros vectores propios; 

[

.8213 .5699] 

.9041 .4156 
A = .7575 .6526 

.9247 .3802 

[24] 

Esta, a su vez, constituye también una base de vectores propios onogonales de R, ya 
que se ha obtenido al multiplicar por los escalares, D-1I2, la matriz, V, de sus vectores 
propios normalizados. La condición de ortogonalidad equivalente para esta matriz de 
saturaciones es 

D [25] 

matriz diagonal de valores propios. 
Por último, [22] se verificará sólo si se considera igual número de componentes 

que de v.o.; en cualquier otro caso se cumple tanto mejor cuanto más despreciables 
sean los residuos de [19]. Estas condiciones forzaron la introducción del término de 
error en las ecuaciones de la tabla 4, sistema'que ahora puede expresarse de forma ge
neral y sencilla, añadiendo en [22] el vector de errores e: 

x = Ay + e [26] 

2.2.4. Obtención de las componentes 

Hasta el momento se ha puesto el énfasis en no perder información al reducir la 
dimensión a sólo dos componentes, sin embargo, no se ha explicitado cómo obte
nerlas. 

Si [22], se premultiplica por A', 

A'x = A'Ay [27] 

queda que 

y = (A'A)-lA'x [28] 

ecuación que Hons (1965) presenta como de regresión en la obtención de las compo
nentes, y que en el caso del ACP queda muy simplificada. En efecto, [25] permite 
escribir [28] como, 

y = D-IA'x = D-l(VD1I2),X = D-1I2V'X [29] 

que por un lado, ilustra la ecuación [2], y por otro, incorpora explícitamente la condi
ción (lO] sobre la normalización de los vectores propios de V. 
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Los coeficientes que fmalmente proporcionarán la combinación lineal de las v.o. 
para obtener las componentes son: 

[ 

.47985 
- .55146 
- .60423 
- .31108 

.53110 .44256 
- .40220 .63149 

.73993 .10469 

.09319 - 62802 

[ 

.28032 .31027 .25854 .31559] 
= - .53362 - .38919 .61106 .35601 

..................... 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

la ecuación [29], que sintetiza la tabla 3, es ahora: 

.54021] 

.36791 
- .27649 

.70453 

[30] 

.31027x2 + .25854x3 + .3 1559X4 ] 

[31 ] 
.38919x2 + .61106x3 + .35601x4 

Por último, al comparar este apartado con el anterior observamos cierra analogía 
en el proceso. Mientras allí, el producto de matrices factoriales, AA', reproduce las 
correlaciones entre v.o., y la multiplicación matricial, A' A, en cambio concierne a las 
correlaciones entre componentes, aquí, la ecuación [29] indica cómo obtener las com
ponentes mediante D-1I2V', mientras su homónima, la [22] reproduce las v.o. según 
VDl/2. 

Se detallan a continuación los resultados obtenidos al utilizar el programa de ACP 
del package SPSS (Nie, Hull, Jenkins, Steinbrenner y Bent, 1975), Factor Analysis 
(PA1), con los datos de la matriz de correlaciones (1]. El sencillo conjunto de instruc
ciones requerido es; 

TABLA 13. Programa de ACP para los datos de [1]. 

FILE NAME ACPE1CL 
2 VARIABLE LIST MA, CN, FR, LA 
3 INPUT MEDIUM DISK 
4 N OF CASES 8 
5 VAR LABELS MA, MATEMATIQUESI 
6 CN, CIENCIES NA11JRALS1 
7 FR, FRANCESI 
8 LA, LLATI 
9 FACTOR VARIABLES = MA, CN. FR, LAI 

10 1YPE = PA11 
11 N FACTORS = 21 
12 ROTATE = NOROTATE 
13 OPTIONS 3.9 
14 STATISTICS ALL 
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y los resultados obtenidos fueron: 

TABLA 14. Valores propios y porcentajes de varianza explicada por las componentes, calculadas 
a panir de la matriz [1] de correlaciones R. 

VARIABLE EST COMMUNAUTY FACTOR EIGENVAlUE PCT OF VAR CUM PCT 

MA 1.00000 1 2.93008 73.3 73.3 
CN 1.00000 2 1.06798 26.7 100.0 
FR 1.00000 3 0.00140 0.0 100.0 
LA 1.00000 4 0.00053 0.0 100.0 

que exceptuando la columna de ccomunalidades:., objeto del próximo apartado, refle
jan, en la columna EIGENV ALUE los resultados de [12] Y bajo el título PCT OF 

}.. 
VAR, el ratio --¡-, al que se refería el aparrado 2.2.2, como porcentaje de varianza 

explicado por la k-ésima componente. 

La matriz factorial A, obtenida ya en [24] es; 

TABLA 15. Matriz factorial de las proyecciones sobre las dos primeras componentes de las v.o., 
xl' x2, X3' x4• 

FACTOR MATRIX USING PRINCIPAL FACTOR, NO ITERATIONS 

FACTOR 1 FACTOR 2 

MA 0.82138 -0.56989 
CN 0.90910 -0.41564 
FR 0.75756 0.65260 
LA 0.92470 0.38021 

VARIABLE COMMUNAUTY 

MA 0.99944 
CN 0.99923 
FR 0.99977 
LA 0.99963 

y los coeficientes de las variables estandarizadas que en [31] proporcionaban las dos 
primeras componentes, se especifican en la tabla 16. 
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TABLA 16. Coeficientes que proporcionan la combinación lineal de las v.o. en la determinación 
de las componentes. 

FACTOR SCORE COEFFICIENTS 

MA 
CN 
FR 
LA 

FACfOR 1 

0.28032 
0.31027 
0.25854 
0.31559 

FACfOR 2 

-0.53362 
-0.38919 

0.61106 
0.35601 

El resultado de la extracción factorial consiste en resumir la matriz de correlaciones 
R, por una matriz de saturaciones A que la reproduce razonablemente (AA '). Esta 
matriz factorial A, puede representarse gráficamente según se dijo en 2.2.3, identifi
cando sus elementos como las proyecciones de las v.o. sobre una serie de componentes 
onogonales, pues el criterio de Hottelling, utilizado aquí -del Factor Principal 1-, 

estima secuencialmente las componentes, después de eliminar la «influencia» de las 
obtenidas previamente, de esta forma se consiguen las componentes que explican la 
mayor varianza posible. No resulta difícil entender, por tanto, que la primera compo
nente sea habitualmente de tipo general, es decir, con saturaciones positivas en todas 
las variables, siendo las restantes de tipo bipolar. Este hecho es el que refleja la figura 
de la página siguiente. 

2.2.5. Interpretación de los resultados. Rotación 

Aun en primeras aplicaciones -exploratorias- del ACP, no es habitual que los 
investigadores adopten posturas meramente nominalistas, sino que buscan implica
ciones en el mundo real para interpretar y etiquetar las componentes obtenidas en 
función de las variables con las que se relacionan. 

Aceptar como definitiva esta primera solución factorial [24] puede originar confu
sionismo. Así, por ejemplo, Ch. Spearman (1904), en el contexto del AF y a partir de 
unos pocos tests de rendimiento en estudiantes, llevó a cabo inferencias psicométricas 
sobre todo el dominio de tests del rendimiento humano, lo cual le condujo a concebir 
la mente organizada jerárquicamente y regida por un factor general de la inteligencia 
(factor G). 

No obstante, debe tenerse en cuenta que hasta el momento sólo se ha establecido, 
en función de los valores propios ~~, el número de factores (componentes) necesarios 

1 Este método o su aproximación geométrica, «método del centroide., que Thursrone (1935) desarrolla 
para evitar la resolución de la ecuación característica en la diagonalización de R. proponen a la varianza resi· 
dual como entidad a minimizar. En Harmann (1976), Mulaik (1972), o Cuadras (1981) se consideran, entre 
otros, criterios específicos del modelo de AF (MINRES), junto con procedimientos basados en la inferencia 
estadística; en particular, debe tenerse en cuenta el método basado en la estimación máximo verosímil, a la 
que D. N. Lawley (1940) redujo el problema de la extracción factorial. 
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para describir aceptablemente las v.o. Este criterio de maximizar la varianza explicada 
(~~) por los sucesivos factores, redunda en la obtención de componentes altamente 
complejas que ponderan en todas las variables, como sucede al primer factor de 
nuestro ejemplo (véase fig. 1). 

HORIZONTAL FACTOR 1 

, * * * * * * * * * * 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* • 1 • MA Z • CN 

3 • FA ,. • LA 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

VERTICAL FACTOR 2 

3 

4 

832 - .65260 

* * * * * * * * * * * 
831 - .75756 

2 

1 

FIGURA 1. Representación de las v.o. en el espacio deftnido por las dos primeras componentes. 
Proyecciones de una variable (Francés) sobre ambos ejes. 

AfortUnadamente cuando el número de componentes es mayor que la unidad, el 
conjunto de saturaciones, A, no es único, pudiéndose transformar ortogonalmente (1) 
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en otros conjuntos equivalentes, Al = AT, en el sentido de que ambos explican 
igualmente las intercorrelaciones entre las variables originales; en efecto: 

R = AA' = AlA' = (A1)(T'A') = AlA; [32] 

siendo Tr' = 1 [33] 

Este hecho se utiliza con frecuencia para simplificar los primeros resultados del 
análisis y hacerlos más interpretables. 

Los pioneros de las aplicaciones del AF determinaban la matriz T que propor-

cionase la rotación apropiada, inspeccionando los (;) gráficos de las variables en el es

pacio determinado por cada par de factores (fig. 1). En la actualidad la implementa
ción en programas de ordenador de métodos analíticos que proporcionan, según dis
tintos criterios (Harman, 1976), rotaciones objetivas de los ejes factoriales extraídos 
inicialmente, han relegado aquellos subjetivos y laboriosos métodos manuales. 

A continuación se detallan los resultados obtenidos en nuestro caso, al rotar la 
matriz A obtenida en [24] según el criterio VARIMAX de Kaiser (1958: 187-200); és
te, en esencia, trata de situar las componentes de forma que cada una tenga grandes 
saturaciones en pocas variables siendo el resto de reducido tamaño. Este método, a 
pesar de ser «psicológicamente ciego~ ha sido ampliamente utilizado en este campo, 
debido a que evita la solución de un factor general proporcionando óptimos resultados 
con número de componentes reducido. 

TABLA 17. Solución fInal, matriz de saturaciones rotada (Al). 

VARIMAX ROTA1ED FACTOR MATRIX 

FACTOR 1 FACTOR 2 

MA 0.98900 0.14599 
CN 0.94751 0.31852 
FR 0.10635 0.99422 
LA 0.41458 0.90981 

TABLA 18. Matriz de rotación onogonal, T, permite el giro de la solución inicial (tabla 15) a la 
fInal. 
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TRANSFORMATION MATRIX 

FACTOR 1 
FACTOR 2 

FACTOR 1 

0.72955 
-0.68392 

FACTOR 2 

0.68392 
0.72955 
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TABLA 19. Coeficientes de las v.o. en el cálculo de las componentes giradas. 

MA 
CN 
FR 
LA 

FACTOR SCORE COEFFICIENTS 

FACfOR 1 

0.56947 
0.49253 

-0.22930 
-0.01325 

FACfOR 2 

-0.19758 
-0.07173 

0.62262 
0.47557 

El lector puede comprobar estos resultados: girando los puntos de la matriz de sa
turaciones de la tabla 15; rotando los ejes de la tabla 16; o verificando la igualdad [32]. 

HORIZONTAL FACTOR 1 

1 • MA 
1 • FR 

2 
4 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* • CN * 

• LA * 
* 
* 
* 
* 

VERTICAL FACTOR 2 

:5 
4 

2 

1 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

FIGURA 2. Representación de las v.o. en el espacio de las componentes giradas. 

La interpretación de los resultados, en algunos casos, puede hacerse sin necesidad 
de rotar. Así, el hecho de que todos los coeficientes de correlación en la ecuación [1] 
sean positivos indica que los estudiantes cuyas puntuaciones están por encima de la 
media en una asignatura tienden a estarlo también en las demás. Esta relativa facili
dad en la adquisición de conocimiento se traduce en un primer factor con saturaciones 
positivas en todas las variables que puede etiquetarse como de «inteligencia general., 
siendo el factor bipolar el que sirve para discriminar los dos grupos de variables en 
asignaturas que indican habilidad verbal (FR, LA) Y otras (MA, eN) que reflejan ca
pacidad lógico-formal. 
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El ejemplo de REUCHELIN que se ha seguido para ilustrar el ACP, es en realidad 
la aplicación típica del modelo de AF, por ello, se ha utilizado para introducir con
ceptos propios delAF, que será objeto del próximo apartado. No obstante, el autor es 
reticente a la habitual interpretación de los ejes de la figura 2 en «Ciencias. y «Letras., 
primero, porque las puntuaciones en las que se basa el estudio conciernen sólo a ocho 
estudiantes, y en segundo lugar, la dicotomía entre «ciencia. y lo que «no es ciencia., 
requeriría un profundo estudio que escapa a la información que las cuatro v.o. 
pueden proporcionar. 

Por último, en el capítulo cuarto, al tratar las aplicaciones confirmatorias y el con
cepto de identificación, se aclara que la palabra rotación en realidad es sólo un eufe
mismo que esconde una indeterminación en la solución, inherente al modelo de Aná
lisis Factorial. 

2.3. El Análisis Factorial 

2.3.1. Introducción histórica 

En 1869 Galton, en su libro Genio Hereditario, afirma que, por analogía a otras 
características físicas, la inteligencia debería tener un valor medio constante para el 
conjunto de habitantes en Gran Bretaña, y las desviaciones con respecto a este valor 
promedio debían regirse según la ley Normal. Posteriormente esta idea, considerable
mente más elaborada por Pearson y Spencer, se traduce en considerar la capacidad 
mental normalmente distribuida en un continuo, debido a la supuesta existencia de 
un factor general de tipo cognitivo y a las diferencias en la constitución genética. 

En base a estas ideas, mencionadas ya en el apartado 2.2.5, Spearman propone el 
primer modelo de AF, conocido con el nombre de «modelo de los dos factores. -el 
general yel único-. En efecto, sobre 27 alumnos midió un conjunto de variables de 
tipo intelectual (rendimiento escolar, razonamiento matemático, etc.), que según él 
debían ser mediciones de un factor de tipo cognitivo común a todas ellas que 
explicaría las intercorrelaciones existentes, y otro factor específico de cada medida que 
sería el responsable de lo residual. El solapamiento entre las variables utilizadas corro
boraba, para Spearman, la evidencia de un factor general de orden superior o integra
tivo de las funciones intelectuales humanas. Este modelo que incluye un factor común 
(o varios), puede generalizarse para explicar las correlaciones (o grupos de intercorrela
ciones) de cualquier otro conjunto (o subconjuntos) de variables. 

2.3.2. El modelo de Análisis Factorial 

Dado un conjunto de p características medibles sobre N individuos, el objetivo del 
AF es la obtención e interpretación de un conjunto más reducido (m) de factores la
tentes (no observables) que expliquen la covariación existente entre dichas p v.o. 

El modelo supone que toda variable (x,) se compone de dos partes: una común 
con otras v.o. (Ci), que puede ser expresada por ello en términos de factores comunes; 
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y otra única (Ui) que incluye tanto la especificidad propia de la variable como el lla
mado «error de medida:.. Así, cada variable observable se descompone en: 

Xi = e; + Ui [34] 

y la puntuación del j-ésimo individuo en esta v.o. 

X,;; = C· + U·· = Ea· +,,~ + d· 
7 " " iU~ " 

[35] 

que para los N individuos es: 

X=AF+D [36] 

siendo X(pxN), A(pxm), F(mxN) y D(pxN). 
Si se consideran ahora las p v.o. recogidas en el vector aleatorio x(pxl), la ecuación 

[35] puede generalizarse como 

X = Af + ~ "[37] 

siendo j(mxl) y ~(pxl) los vectores de los factores comunes y únicos, respectivamente. 
Para que la «partición:. efectuada en [37] resulte correcta deberían cumplirse algu

nos supuestos sobre las variables que allí se relacionan: 

l. Incorrelación entre ambas fuentes de variación. 

E(fo') = O [38] 

2. Incorrelación: 1.0 entre errores de medida asociados a distintas v.o.; 2. 0 inter
especificidades, es decir, inclusión de todos los factores comunes a las p v.o.; 
3. o entre el error de medida y la especificidad. 

E( ~~ ') = 8 diagonal [39] 

2.3.3. Descomposición de la matriz de llarianzas-covarianzas. 
Ecuación fundamental del Análisis Factorial 

Diferenciar lo que comparten de lo que no es común en el conjunto de p v.o .• 
representa la diferencia conceptual que existe entre la ecuación [37] del modelo, defi
nida por tanto a priori, y la [26] obtenida como resultado de aplicar la técnica de 
ACP a un conjunto de v.o. con el objetivo de reducir su dimensión. Sin embargo, es 
la descomposición de la matriz de correlaciones (varianzas-covarianzas, en general), R, 
de las v.o. que el modelo de AF (ecuaciones [37], [38] y [39]) compona, lo que en la 
práctica distingue el AF del ACP; en efecto, 

R = E(xx') = E(Af + tJXAf + ~)' = E(Aff' A') + E(~~') = A~A' + 8(40) 
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siendo ~ = E(ff'), la matriz de correlaciones de los factores comunes 2• 

La ecuación [40], que estructura la matriz de correlaciones R en función de los pa
rámetros del modelo, A, ~ Y 8, difiere de [20], exclusivamente, en la partición que 
induce en los elementos de la diagonal (varianzas); así según [40], la variancia, u?, de 
cada v.o. es 

1 [41] 

En el segundo miembro de la ecuación [41], E a~ establece la varianza de la v.o. 
k 

que explican los factores comunes en conjunto, y se llama comunalidad, h;; el térmi
no complementario, 8;, se conoce por unicidad de la variable. 

Los elementos exteriores a la diágonal principal de AA' no se alteran de la 
ecuación [20] a la [40], pues expresan lo que comparten cada par de variables, Xi' XjJ 

en cada una de las direcciones onogonales, k, es decir, su correlación 

[44] 

2.3.4. Extracción factorial 

El método del Factor Principal es sin duda el que más se ha utilizado para obtener 
los factores; consiste esencialmente en la aplicación directa del mencionado algoritmo 
de Hotelling (1933: 417-441) a la matriz de correlaciones «reducida:., RO, obtenida a 
partir de R por sustitución de las unidades de la diagonal principal con comunalidades 
estimadas, que usualmente son los cuadrados de los coeficientes de correlación múltiple 
de la v.o. con las demás. 

RO = R - 8 = AA' [ 45] 

La utilización del mismo algoritmo de resolución conduce en algunos casos a erró
neas conclusiones sobre la equivalencia de la técnica de ACP y el modelo de AF. En 
nuestro caso, los resultados obtenidos al considerar el modelo de AF para explicar las 
intercorrelaciones entre las v.o. del ejemplo, no difieren mucho de los que se obtu
vieron en el apartado anterior. 

2 La literatura del AF distingue habitualmente entre el modelo de factores onogonales u oblicuos. se
gún la matriz 4» sea la identidad o no. En el desarrollo posterior se considera por simplicidad 4» = 1, pues, 
únicamente en este caso la relación entre v.o. y factores está perfectamente determinada por la matriz facto
rial A. En efecto, si se postmultiplica [37] por 

xf' = Aff' + 6f' [42] 

y por tanto 

E(xf') = AE(ff') + E(6f) = A4» [43] 

en cualquier otro caso, 4» "* 1, la ecuación [43] recibe el nombre de estructura factorial. 
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TABLA 20. (a) Comunalidades estimadas, para sustituir en AF a los elementos de la diagonal 
principal de R. (b) Valores propios y porcentajes de varianza explicada correspondientes a los 

factores que el AF establece. 

VARIABLE EST COMMUNAUIT EIGENVALUE PCf OF VAR CUM PCf 

MA 0.99777 2.93008 73.3 70. 
CN 0.99755 1.06798 26.7 100. 
FR 0.99866 0.00140 0.0 100. 
LA 0.99898 0.00053 0.0 100. 

(a) (b) 
com CONVERGEN CE REQUIRED 1 lTERATIONS3 

Esta identidad entre los valores propios de la tabla 20 y los obtenidos por ACP re
dunda en la igualdad de matrices factoriales; esto es debido a que las comunalidades 
estimadas toman valores muy próximos a la unidad. Las diferencias," aunque no im
portantes, radican en las distintas combinaciones lineales de las v.o. que proporcionan 
las componentes en la tabla 16, y los factores en la tabla 21. 

TABLA 21. Coeficientes de la combinación lineal de las v.o. en la composición de los dos facto
res comunes que el AF de la matriz [1] establece. 

FACfOR SCORE COEFFICIENTS 

MA 
CN 
FR 
LA 

FACfOR 1 

0.26733 
0.25991 
0.10925 
0.49866 

2.3.5. Un ejemplo zlustrativo: ACP versus AF 

FACTOR 2 

-0.51785 
-0.39208 

0.64417 
0.31754 

Con la finalidad de diferenciar, también a efectos prácticos, la técnica de ACP y el 
modelo de AF, se han tomado los datos de un ejemplo que Lawley y Maxwell (1971) 
presentan para ilustrar el enfoque confirmatorio del AF. 

La tabla adjunta describe la matriz de correlaciones de seis asignaturas escolares: 
Francés (FR); Inglés (AN); Historia (HS); Aritmética (AR); Algebra (Al) y Geometría 
(GM), que estos autores consideraron en una muestra de 220 alumnos. 

3 Ya que generalmeme, tamo las comunalidades como d número de facrores a extraer son desconoci
dos, los distimos procedimientos de extracción factorial (vé~ Harman, 1976: cap. 5; Cuadras, 1981: cap.3) 
requieren que al menos uno de estos valores se: establezca a priori, y determinan d otro por procedimiemos 
iterativos. 
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TABLA 22. Mauiz de correlaciones de las seis asignaturas consideradas en lawley y Maxwell (1971). 

FR AN HS AR Al GM 

FR 1.00000 0.43900 0.41000 0.28800 0.32900 0.24800 
AN 0.43900 1.00000 0.35100 0.35400 0.32000 0.32900 
HS 0.41000 0.35100 1.00000 0.16400 0.19000 0.18100 
AR 0.28800 0.35400 0.16400 1.00000 0.59500 0.47000 
AL 0.32900 0.32000 0.19000 0.59500 1.00000 0.46400 
GM 0.24800 0.32900 0.18100 0.47000 0.46400 1.00000 

En la tabla 22 de panida pueden distinguirse dos agrupaciones entre las seis v.o. 
(FR. AN. HS y AR. AL GM). los cual parece indicar la existencia de dos constructos 
subyacentes que explicarán estas elevadas correlaciones. y se traducirán en componen
tes o factores en los dos análisis que a continuación se presentan. Si bien éstos no pro
porcionarán patrones de relación entre las v.o. esencialmente distintos. los resultados 
que se obtengan en el ACP deberán estar chinchados» con respecto a los obtenidos se
gún el modelo de AF. En efecto. en el ACP las ccomunalidades» de las v.o. se deter
minaban una vez extraídas las componentes; por el contrario. los factores en el AF se 
establecen en función de las estimaciones de las comunalidades efectuadas como pró
logo del Análisis. 

TABLA 23. (a) Diagonal principal de la matriz R, punto de partida del ACP. (b) Valor propio y 
porcentaje de varianza asociado (PCT) a cada componente. (c) Varianza o comunalidad de cada 

variable. explicada por el conjunto de las 2 componentes establecidas en el análisis previo. 

VARIABLE EST COMMUNALI1Y EIGENVAlUE PCT OF VAR CUM PCT 

FR 1.00000 2.73289 45.5 45.5 
AN 1.00000 1.12977 18.8 64.4 
HS 1.00000 0.61517 10.3 74.6 
AR 1.00000 0.60122 10.0 84.7 
AL 1.00000 0.52480 8.7 93.4 
GM 1.00000 0.39615 6.6 100.0 

(a) (b) 
VARIABLE COMMUNAU1Y 

FR 0.63437 
AN 0.55825 
HS 0.67387 
AR 0.71570 
AL 0.69431 
GM 0.58614 

(c) 
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La tabla anterior describe la parre de varianza de las v.o. que se proyecta sobre las 
componentes. Sin embargo, si previamente suponemos que las variables tienen cierra 
estructura [34] subyacente, la matriz de correlaciones, R, que se analice, deberá refle
jar, en el sentido de [40], este hecho, cuyas consecuencias se detallan a continuación: 

TABLA 24. Cuadrados de los coeficientes de correlación múltiple de cada variable con las restan
tes, que son las estimaciones iniciales de las comunalidades incluidas en la diagonal principal de 
RO, punto de partida del AF. (b) Comunalidad de cada v.o. explicada por los dos factores co
munes considerados. (c) Valores propios y porcentajes de la comunalidad total asociados a cada 

VARIABLE 

FR 
AN 
HS 
AJR 
AL 
GM 

factor. 

VARIABLE EST COMMUNAUTY 

FR 0.30010 
AN 0.29659 
HS 0.20610 
AJR 0.41970 
AL 0.41775 
GM 0.29524 

CONVERGEN CE REQUIRED 11 ITERA TIONS 
(a) 

COMMUNAUTY FACTOR EIGENV ALUE PCT OF VAR 

(b) 

0.48663 
0.40868 
0.35649 
0.61783 
0.56888 
0.37497 

1 2.22214 
2 0.59135 

(c) 

79.0 
21.0 

CUM PCT 

79.0 
100.0 

TABLA 25. Matrices factoriales que resultan de los ACP (a), y AF (b), efectuados sobre los datos 
de la tabla 22. 

FACTOR MATRIX USING PRINCIPAL 
FACTOR, NO lTERATIONS 

FACTOR 1 FACTOR 2 

FR 0.65782 0.44905 
AN 0.68842 0.29039 
HS 0.51737 0.63734 
AJR 0.73831 -0.41303 
AL 0.74388 -0.37545 
GM 0.67831 -0.35501 

(a) 

WITH lTERATIONS 

FACTOR 1 FACTOR 2 

FR 0.58650 0.37769 
AN 0.59411 0.23603 
HS 0.43134 0.41284 
AR 0.71135 -0.33438 
AL 0.70142 -0.27730 
GM 0.58406 -0.18397 

(b) 
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La tabla 11 ilustraba cómo podían deducirse la varianza extraída por las compo
nentes y la comunalidad de cada variable. Análogamente pueden derivarse estos resul
tados de las matrices factoriales que en la tabla 25 corresponden al ACP y al AF. En 
efecto, sobre la primera componente se proyecta 

Al = E afl = (.65782)2 + ... + (.67831)2 2.73289 [46] 

siendo E Ak = P = 6 = Tt(R) [47] 

y sobre el primer factor 

Al = E afl = (.58650)2 + ... + (.58406)2 = 2.22214 [48] 

siendo E Ak = E hf = (.48663)2 + ... + (.37497)2 = Tt(R) [49] 
k 

la varianza de la primera variable, que las dos primeras componentes explican, es 

E a~k = (.65782)2 + (.44905)2 = .63437 
k 

[50] 

mientras que la comunalidad de dicha v.o., explicada en el espacio de los factores co
munes, sería 

E a~k = (.58650)2 + (.37769)2 = .48663 
k 

[51 ] 

A diferencia del ejemplo anterior, se distingue aquí perfectamente la imponancia re-

lativa de la primera componente, ~ .455, y la del primer factor, _A_I_= .79. 
P E~ 

1 

En ambos casos la aparición de un primer factor común a todas las v.o. y el segundo 
bipolar, sugieren la necesidad de rotar. 

El solapamiento entre las v.o. que la matriz de correlaciones (tabla 22) revela, no 
hace verosímiles los elevados valores de la tabla 25 (a). El modelo de AF debería eva
luarse, por consiguiente, con distinto criterio del proporcionado exclusivamente por: 
el tamaño de los valores propios; o la comunalidad explicada por los factores extraí
dos; o la magnitud de las saturaciones factoriales. Resultaría más apropiado como 
índice de la calidad del modelo, uno que valora el desajuste entre la matriz de corre
laciones reducida y la reproducida a partir de las ponderaciones factoriales. En nuestro 
caso esta última es: 

.4866 

.4376 .4087 

AA' .4089 .3537 .3565 
.2909 .3437 .1688 .6178 

[52] 

.3066 .3513 .1881 .5917 .5689 

.2731 .3036 .1760 .4770 .4607 .3750 
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TABLA 26. Resultados del ACP (a, e, e), frente a los obtenidos mediante AF (b, d, f). 

VARIMAX ROTAlED FACTOR MATRIX VARIMAX ROTATED FACTOR MATRIX 

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2 

FR 0.22531 0.76394 FR 0.23006 0.65856 
AN 0.34939 0.66044 AN 0.32321 0.55156 
HS -0.00259 0.82089 HS 0.08611 0.59083 
AR 0.83308 0.14727 AR 0.76653 0.17396 
Al 0.81360 0.17989 Al 0.72358 0.21286 
GM 0.64990 0.15424 GM 0.57365 0.21424 

(a) (b) 

TRANSFORMATION MATRIX TRANSFORMATION MATRIX 

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2 

FACTOR 1 0.77441 0.63269 FACTOR 1 0.78840 0.61516 
FACTOR 2 -0.63269 0.77441 FACTOR 2 -0.61516 0.78840 

(e) (d) 

FACTOR SCORE COEFFICIENTS FACTOR SCORE COEFFICIENTS 

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2 

FR -0.06507 0.46010 FR -0.05482 0.43170 
AN 0.03245 0.35843 AN 0.02457 0.28433 
HS -0.21032 0.55664 HS -0.08482 0.33337 
AR 0.44052 -0.11219 AR 0.46889 -0.09037 
Al 0.42105 -0.08514 Al 0.37885 -0.03538 
GM 0.39102 -0.08631 GM 0.19835 0.01219 

(e) (f) 

siendo A la matriz factorial estimada en la tabla 25 (b) o 26 (b). Los residuos que se 
derivan del modelo de dos factores propuesto, son 

.0000 

.0014 - .0001 

.0011 - .0027 .0000 

.0029 .0103 - .0048 

.0224 - .0313 - .0019 

.0249 .0264 .0050 

[53] 
.0000 
.0033 .0000 
.0070 .0033 .0000 

La representación geométrica de los resulados obtenidos en la tabla 26 (b). es 
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HORIZONTAL FACTOR 1 VERTICAL FACTOR 2 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

, 
* 
* 3 2 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 6 5 

* 4 

* 
* a. - .21424 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

1 iI flt 
3 • HS 
S • AL 

Z • AH 
4 • AR 
6 • '" 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

all- .57365 

FIGURA 3. Representación de las v.o. en el espacio de los factores comunes. Descomposición de 
la comunalidad de la variable «Geometría.. 

2.4. Utilización de modelos para confirmar teorías 

2.4.1. Introducción metodológica a la utilización de modelos estadísticos 

Todo uabajo científico debe enfrentarse con el problema de la inferencia de enti
dades o procesos que no puede observar directamente a partir de los datos dispo
nibles. Habitualmente la inferencia científica se lleva a cabo de acuerdo con el para
digma hipotético-deductivo. en el que: 

i) Se supone un modelo para «estructurar. lo no observable. 
ü) Se deducen consecuencias observables para el modelo propuesto. 
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iii) Se realiza una investigación empírica con el objeto de demostrar que las conse
cuencias esperadas en las observaciones. son las que realmente aparecen en los 
datos. 

Este proceso ha sido tácitamente observado en el aparrado anterior. En efecto, 

i) Se asume la existencia de dos factores: uno de habilidad verbal. y otro de ha
bilidad matemática. Estas hipótesis verbales pueden trasladarse a hipótesis 
causales como se hace en el diagrama de la fig. 5. ó en las especificaciones del 
modelo [54 + 57] equivalente. 

ii) Ya que el modelo es identificable (véase apan. 2.4.3) pueden estimarse los 
parámetros del mismo. Estas estimaciones nos permitirán reproducir en el sen
tido de [45 J. las observaciones, correlaciones en nuestro caso, como más ade
lante detallaremos. 

iii) Por otro lado, en el contexto adecuado, se han recogido (tabla 22) datos empí
ricos relevantes, cuya contrastación con los que se derivan en la etapa anterior 
(ii) permite la verificación del modelo supuesto. 

Así pues, toda inferencia, y en panicular la causal, supone confirmar o rechazar 
hipótesis según los datos recogidos (véase el esquema de la fig. 4, inspirado en el de 
Saris y Stronkhorts, 1981). La interpretación de los datos requiere un conjunto limita
do de asunciones sobre la generación de los mismos. Al mínimo número de supuestos 
que es capaz. como instrumento metodológico, de estrUcturar los datos según una 
cierra teoría. es lo que entendemos como modelo, yen la utilidad de éste (véase figu
ra adjunta) radica el único índice para su valoración. 

2.4.2. El Análisis Faetona' Confirmatono 

Si con la pretensión de «recubrir. cierro dominio, del que prácticamente se carece 
de conocimiento teórico previo, se selecciona una muestra representativa de variables 
para someterla a Análisis Factorial, se dice que la técnica se aplica con carácter pura
mente exploratorio. Esta utilización del modelo de AF es a la que se ha referido el 
apartado anterior; su finalidad está en descubrir el número de factores o dimensiones 
necesarias para explicar las interrelaciones entre el conjunto de variables medidas. Esta 
perspectiva exploratoria del AF que se inició en Spearman y que continúa con Thurs
tone, culmina con la obra de Harman (1976). 

Realmente, este Análisis Factorial no representa más que una transformación ma
temática de la información contenida en la matriz de correlaciones a unas ecuaciones 
que pueden (o no) resultar más interpretables que esta matriz. No obstante. al desco
nocerse el proceso que produce la covariación, la interpretación es difícil, yen general 
los factores no r~presentan más que tautológicas reformulaciones de los nombres de 
las variables originales. 

En otras situaciones en las que el investigador ya tiene información sobre las va
riables y sus interrelaciones, podrá permitirse formular hipótesis (quasi) definitivas 
acerca de la naturaleza de los constructos subyacentes; es decir. podrá establecer un 
modelo de la estrUctura causal de estas variables, en el que pueden haberse especifica-
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do o restringido los valores de algunos parámetros. Se entiende en estos casos que el 
modelo de AF ha sido aplicado en su veniente confIrmatoria (AFC). 

Ya que no existe una fórmula para hacer ciencia, el progreso de ésta, en cualquier 
dominio, requiere que la investigación le otorgue una naturaleza acumulativa, apren
diendo de los errores de los que precedieron para evolucionar desde etapas explorato
rias a otras de confirmación de resultados. 

Durante muchos años las ciencias sociales, biológicas, y de la conducta se han ser
vido de «modelos estadísticos. para recorrer esta vía inductiva hacia la generación de 
teorías. Si bien llegar a ordenar las ideas en forma de modelos puede estimular el cur
so de éstas, los modelos no pueden ser mejores que las ideas que se quieren expresar 
mediante ellos. Debe perderse la ingenua esperanza de adquirir una técnica tal, que 
al ser aplicada mecánicamente a un conjunto de datos, proporcione investigación 
científica de forma automática. 

Duncan (1975) dice: « ... así el anhelo de psicología instantánea, la superstición de 
que ésta pueda lograrse por la mera complicación o perfeccionamiento del aparato for
mal (entiéndase métodos estadísticos) y el instinto de suponer que cualquier conjunto 
de datos torturados de acuerdo con el ritual prescrito producirá interesantes descubri
mientos científicos, son hábitos patológicos del pensamiento que se desarrollan en la 
falacia de la inducción •. 

Bentler (1980: 419-456), resume los párrafos anteriores en una frase: «entender, es 
lo que se requiere para modelar •. 

Estas consideraciones no pretenden invalidar el uso de modelos estadísticos en eta
pas exploratorias, por el contrario, al denunciar la errónea utilización que en ocasiones 
se ha hecho de ellos, se quiere ensalzar su carácter orientativo y/o descriptivo. En cuan
to al poder explicativo de los modelos, la adecuada interacción entre teoría y datos que 
el análisis de las causas supone, implica tanto exploración como confIrmación. 

Lo deseable desde la ciencia, así como para la estadística, sería que toda hipótesis 
sugerida sólo por procedimientos exploratorios fuera posteriormente contrastada con 
nuevos datos a los que debería someterse a controles estadísticos más rigurosos (en )0-
reskog y Sorbom [1978] se ilustra en parte la afirmación anterior con un ejemplo, en 
el que la muestra original se divide en dos mitades, utilizando una para generar hipó
tesis y la otra para validarlas), con la conciencia de que la confirmación de teorías de
be pasar necesariamente por filtros externos a la estadística, propios del campo 
específico de que se trate. Pues aun errando en las técnicas de análisis, las conclu
siones teóricas podrían ser aceptables. Por el contrario, el olvido de una variable rele
vante o la invalidez en la medida de un concepto clave, aun asegurando que el poste
rior tratamiento estadístico se llevara a cabo de manera impecable, conducirá inevi
tablemente a pésimos resultados teóricos. 

2.4.3. El modelo de Análisis Factorial con restn·cciones 

Consideremos de nJ..levo las seis v.o. del ejemplo anterior, y supongamos que a tra
vés de éstas se quiere confirmar la existencia de dos factores: uno que reflejaría la ha
bilidad verbal de los alumnos, y otro, su habilidad matemática. Se asume además: 
que estas habilidades posiblemente estarán intercorrelacionadas: que los factores úni-
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cos están incorrelaciónados entre sí y con los factores comunes. Todo ello puede trasla
darse a un diagrama causal como el de la fig. 5; en él se ha utilizado la notación con
suetudinaria al planteamiento LISREL, programa que más adelante proporciona las es
timaciones de los parámetros del modelo. 

<5 1 ----

0 .. ----

o ~ S ----1 ... , X 5 .1"'1, .-----~-

FIGURA 5. Diagrama causal del modelo de AF. supuesto generador de las correlaciones descritas 
en la Tabla 11. 

El diagrama de la fig. 5, puede traducirse en un modelo de AF en el que se han 
i~ltroducido algunas restricciones, concretamente, se suponen nulas algunas satura
CIones, 

Xl ).11 O ()1 

X2 ).21 O 

X3 ).31 O 

X4 O ).42 

x~ O ~2 

[::] + 

()2 

()3 

()4 
[54] 

(). 

X6 O ~2 ()6 

X A Ó 

E(~()' ) O [55 ] 

E( ()()' ) 8 = diagonal [56] 

E(~I~;) = ti> = [L] [57] 
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Los parámetros del modelo se estiman mediante el programa USREL IV aoreskog 
y Sorbom, 1978). En esencia el proceso de estimación consiste en ajustar la matriz de 
correlaciones reproducida, R, por los parámetros del modelo, a la de correlaciones ob
servadas, R, según el criterio de la máxima verosimilitud. 

Consideremos a título ilustrativo la correlación entre los vectores muestrales Xl y X4• 

Este valor puede efectivamente establecerse en función de los elementos de las matri
ces paramétricas A, 4> Y (J incluidas todas ellas en el modelo (54; 55; 56; 57), así 

T14 = E(x1x;) = E«All~l + ~lXA42~2 + ~2)') = 

= E«All~I~;A¡2) + (All~I~;) + (~I~;A¡2) + ~1~;» [58] 

expreslon que se simplifica, al aplicar las propiedades del operador Esperanza 
Matemática junto con los supuestos [55; 56; 57] del modelo especificado 

[59] 

Disponer de ~ = 21, correlaciones observadas, 'ij' permite plantear otras 
2 

tantas ecuaciones análogas a [59] cada una de las cuales expresaría las correlaciones 
entre v.o. en función de los parámetros del modelo; así, si recogemos estos pará
metros en un vectos genérico 1r que los resuma, puede plantearse la ecuación general 

Tii = j( 1r) [60] 

y ya que únicamente debemos estimar 13 parámetros (seis A,., un 4>12' y seis (J,), preci
saremos al menos de un número igual de ecuaciones [60]. Las " = 8 ecuaciones 
restantes, se conocen como número de grados de libertad. Este valor, JI, categoriza a 
los modelos en sobredeterminados (overidentified) , ,,> O; determinados (exactzly 
identified), " = O; e indeterminados (unden·dentified), " < o. Tres categorías que 
no son simétricas, pues mientras la analogía con la resolución de los sistemas al
gebraicos de ecuaciones puede ayudar a entender que en el último caso no existe in
formación suficiente para estimar los parámetros, que sí podrían estimarse en cambio 
en el segundo, no aclara que en los modelos sobredeterminados, a diferencia de lo 
que ocurre en los sistemas algebraicos, no sólo es posible la estimación de los pará
metros, sino que además, como se verá, las relaciones excedentes permiten comprobar 
la significación del modelo, lo cual resulta inviable en cualquier otro caso, " S O, 
pues si el modelo fuese correcto estas " ecuaciones deberían ser redundantes, es decir, 
compatibles con las estimaciones obtenidas a partir de las primeras. 

Una vez resuelto el problema de la identificación surge el de la estimación de los 
parámetros identificables. En el desarrollo anterior se ha ignorado por simplicidad, al 
esbozar la identificación del modelo, la diferenciación existente entre la matriz de 
correlaciones E de la población y la muestral R. No obstante, si ahora consideramos es
ta distinción debemos enfrentarnos con el problema de la inferencia estadística. 

Si suponemos a las v.o. con distribución multivariable normal, la población está 
perfectamente caracterizada por los momentos de primer y segundo orden. Ya que en 
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general no se imponen restricciones al vector de Esperanzas Matemáticas, su estimador 
máximo verosímil coincidirá con el vector de medias muestrales. Todo ello reduce la 
estimación al ajuste de la matriz de correlaciones observadas, R, por la reproducida, 
R, desde el modelo, según el procedimiento de estimación de la máxima verosimili
tud con restricciones Ooreskog, 1978; 1969: 183-202; 1977). Los resultados obtenidos 
en nuestro caso son 

TABLA 27. Estimaciones máximo verosímiles de los parámetros del modelo de la fig. 5. 

AFC1 (HV"" 
LISREL ESTlfllATES 

fR 
AH 
HS 
AR 
ÁL 
G" 

THETA EPS 

FR 

0.5Z8 

LAMBDA Y 

AN 

ETA 1 

0.687 
0.67Z 
0.533 
O.OÜO 
O.OUO 
O.OUO 

(a) 

0.548 

ETA Z 
~-----

U.OOO 
U.OOU 
U.OOO 
U.161 
U.lbS 
U.616 

HS 

U.716 

PSI 

EQ. 1 EQ. Z 
------ ------

EQ. 1 1.0UO 
EQ. Z O.5Y7 1.UOU 

(b) 

AR AL GM 

0.410 

Una de las principales ventajas de la estimación máximo versosímil, razón por la 
que en determinados campos ha prevalecido sobre las técnicas mínimo cuadráticas clá
sicas, radica en que permite verificar la idoneidad del modelo propuesto como genera
dor de las correlaciones observadas, mediante el ratio de funciones de verosimilitud, 
A. En efecto, siempre y cuando " > O, este ratio corregido, - 2 lnA, refiere en qué 
medida las " condiciones excedentes violan los momentos muestrales, pues coincide 
con el mínimo de la función criterio que se utiliza en el proceso de estimación 

- 2 lnA = (N - I)F",(A 8) [61 ] 

siendo 

F ",(A 8) = In lE I - tri RE -1 I - 1 ni R I - p [62] 

la función a minimizar mediante el algoritmo de Fletcher y Powell (1963: 163-168). 
Este mínimo [62], se distribuye aproximadamente según una ley de X2 con" gra-
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dos de liherrad, siempre que las hipótesis hechas sobre multinormalidad 4 de las v.o., 
número de factores, etc, puedan considerarse correctas. (Véase, para más informa
ción, )oreskog, 1977; 1978: 443-477). 

Si resumimos el proceso seguido, tenemos que: por un lado, el modelo de la fig. 
5 se ha formulado introduciendo restricciones en los posibles valores de algunos ele
mentos de A, 8 Y 4». Por otro lado, tras comprobar la identificabilidad del modelo, se 
han recogido los datos apropiados, generalmente varianzas y covarianzas, para estimar 
los parámetros desconocidos, de manera que varianzas y covarianzas reproducidas por 
el modelo (54 + 57) sean en algún sentido -criterio de la máxima verosimilitud
próximas a las observadas. 

En estas condiciones, se ha contrastado el modelo propuesto con los datos recogi
dos en la tabla 22, pues si las restricciones especificadas en el modelo del AF fueran 

TABLA 28. (a) Verificación del modelo de la fig. 5: Valor del estadístico X2 y nivel de significa
ción; (h) Matriz, R, reproducida a partir del modelo; (e) Matriz de residuos, R - R. 

TEST OF GOODNESS OF FIT 
eHI SQUARE WIrn 8 DEGREES OF FREEDOM IS 7,9533 
PROBABILITY LEVEL = 0,9916 

SIGMA 
(a) 

FR AN HS AR AL GM 

FR 1,000 
AN 0,462 1,000 
HS 0,366 0,358 1,000 
AR 0,314 0,308 0,244 1,000 
AL 0,315 0,308 0,244 0,589 1,000 
GM 0,252 0,247 0,196 0,472 0,473 1,000 

(h) 

RESIDUALS: S - SIGMA 

FR AN HS AR AL GM 

FR 0,000 
AN -0,023 0,000 
HS 0,044 -0,007 0,000 
AR -0,026 0,046 -0,080 0,000 
AL 0,014 0,012 -0,054 0,006 0,000 
GM -0,004 0,082 -0,015 -0,002 -0,009 0,000 

(e) 

4 Poco ~ ha ~tudiado sobr~ la robust~l d~ los ~timador~ máximo v~rosímil~, fr~nt~ a la violación del 
supu~to d~ normalidad, sin ~mbargo m~r~c~n d~tacars~ los uabajos d~ Boosma (1981) y Mu(h~n (1978: 
551-560). 
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correctas, el ajuste del modelo a los datos será aceptable; por el contrario incorrectas 
restricciones, independientemente del criterio de estimación utilizado, redundarían en 
el empobrecimiento del ajuste, rechazándose si procediera este modelo como 
plausible representación de los datos. Es decir, hemos verificado la validez estadística 
del modelo global evaluando la bondad del ajuste. 

En el caso que nos ocupa, aun reconociendo que otros modelos podrían ajustar 
igualmente nuestros datos, no puede rechazarse el modelo de la fig. 5 con una signifi
cación a = .0084, según se desprende de la tabla 28. Esta precisión en el ajuste de 
las correlaciones observadas se traduce en residuos de pequeña magnitud, que se de
tallan a continuación. 

Concretamente, la correlación reproducida r14 es: 

.3145 [63] 

y el residuo correspondiente 

r14 - r14 = .288 - .314 = - .026 [64] 

Por último el criterio de estimación de la máxima verosimilitud proporciona, junto 
a este test global, la posibilidad de verificar individualmente cada uno de los pará
metros estimados. En el proceso de minimización se obtiene como resultado marginal 
la inversa de la matriz de información Ooreskog, 1977), de la que se derivan las va
rianzas de las estimaciones de los parámetros, que nos permitirán, mediante el 
estadístico de Student, su contrastación. 

La tabla adjunta refiere para cada uno de los parámetros la mentada verificación 

TABLA 29. (a) Desviaciones tipo de los parámetros estimados; (b) Valores del estadístico [66], 
para cada una de las estimaciones de la tabla 27. 

LAMBDA X 

PHI 

THETA DELTA 

FR 

FR 
AH 
HS 
AR 
AL 
GM 

0.082 

FR 

64 

AH 

AN 

STANDÁRD ~RRORS 

0.010 
0.070 
0.070 
0.000 
O.OUO 
0.000 

(a) 
EQ. 1 

U.U82 

6.707 

O.OUO 
0.072 
(a) 

HS 

HS 

U.OlS2 

lS.7.54 

u.uou 
U.UOU 
O.OOU 
0.U67 
0.U07 
U.U69 

u.uoo 

AR 

U.UolS 
(a) 

AR 

(b) 

o.USI 

T-VALÚES 

9.U7S 
8.~99 
7.044 
0.000 
O.UOO 
0.000 

O.OUO 

U.uuu 
U.OUU 
U.UUU 

11.380 
11.41 U 
H.94j 

8.313 U.UOu 

(b) 

AL GI"I 

U.U71 

AL GI"I 

6.011 
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Fijémonos, por ejemplo. en la saturación X42 ; la consiguiente prueba de hipótesis 
que su contrastación supone es 

Hipótesis nula: Ro : E(~42) = ... X42 = O 
Hipótesis alternativa: Rl ; E(X42) *- O 

Si la hipótesis nula fuese cierta, el estadístico 

debe distribuirse según la t-Student, no obstante 

.767 - O 

.067 
= 11.38 

[65] 

[66] 

[67] 

la magnitud del resultado [67], relativa al correspondiente valor de Student (== 2), 
implica el rechazo de la hipótesis nula ~. En la práctica, este procedimiento se abrevia 
comprobando simplemente si el intérvalo de confianza: 

[68] 

equivalente al estadístico [66], incluye o no el cero. 
Para fmalizar, se presentan los coeficientes de las v.o. en la combinación lineal 

que determina cada uno de los factores comunes. El programa LISREL IV obtiene es
tos valores por el método de regresión del apart. 2.2.4. 

TABLA 30. Coeficientes de las seis v.o. en la determinación de los factores de la fig. 5, propor
cionados por el programa USREL IV. 

FACTORES SCORES REGRESSIONS 

ETA 

ETA 1 
ETA2 

FR 

0,372 
0,069 

AN 

0,351 
0,065 

HS 

0,213 
0,039 

AR 

0,098 
0,387 

AL 

0,099 
0,391 

GM 

0,052 
0,207 

5 No obstante. este proceso de contrastación debe llevarse a cabo una vez el modelo «ajusta_ y con cier
tas precauciones: por un lado. Pijper y Saris (1979). aclaran que la selección de las restricciones en el modelo 
no es independiente respecto de los tests estadísticos. como el de Student; por otro lado. en Muthen (1978: 
~~ 1-~60) se advierte que la estandarización de las variables originales influye considerablemente en los valo
res de las desviaciones tipo de los parámetros estimados (SE). 
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Resultados que as1mISmO difieren de los obtenidos mediante el programa de AF 
exploratorio del SPSS, en el que se permitió rotación oblicua, cp = .517, a los factores 
de la tabla 26. 

TABLA 31. Estimaciones de: (a) los coeficientes para la obtención de los factores; (b) la matriz 
factorial; (c) la estructura factorial, referida en nota a pie de página del apartado 2.2.3, obteni

das con el programa Factor Analysis del SPSS. 

FACTOR SCORE COEFFICIENTS 

Factor 1 Factor 2 

FR 0,06382 0.40152 
AN 0,10045 0,28060 
HS 0,00838 0,29875 
AR 0,42705 0,03774 
AL 0,35521 0,06678 
GM 0,19427 0,06456 

: ) 

FACTOR PATIERN FACTOR STRUCTURE 

Factor 1 Factor 2 Factor 1 Factor 2 

FR 0,05420 0,66804 FR 0,39939 0,69605 
AN 0,19234 0,51832 AN 0,46017 0,61770 
HS -0,08681 0,63728 HS 0,24249 0,59243 
AR 0,80889 -0,04619 AR 0,78503 0,37179 
AL 0,74844 0,01111 AL 0,75418 0,39785 
GM 0,57921 0,05996 GM 0,61019 0,35926 

(b) (e) 

2.4.4. Generalidad del modelo de Análisis Faetonal 

En el apanado anterior, el modelo de AFC ha sido útil para estructurar los datos 
según una ciena teoría o para confIrmar los resultados de estudios exploratorios pre
VIOS. 

En otras situaciones, en las que los datos provienen de respuestas a los items de un 
test, cuya confección se llevó a cabo asignando los items a categorías de una clasifica
ción factorial o jerárquica de acuerdo a características de contenido o formato, el aná
lisis de los resultados obedece a metodologías propias de los diseños factoriales (Bock, 
1960: 151-163). No obstante, la posibilidad de introducir restricciones en el modelo 
de AF permite considerar como casos paniculares un gran número de modelos (Alwin 
y Jackson, 1980), entre los cuales se encuentran: los modelos para el análisis de las 
componentes de la varianza y covarianza de Bock y Bargamn (1966: 507-534); las 

66 



COMPONENTES PRlNOPAIllS y ANAIlSIS FACTORIAL (EXPLORATORIO Y CONFIRMATORIO 

matrices multirasgo-multimétodo (MMM) de Campbell y Fiske (1959: 81-105); los 
modelos de la teoría clásica de los tests de Lord y Novick (1968): Congenéricos. Tau
equivalentes y Paralelos; y los modelos Simplex y Circumplexos de Guttman (1954). 
Es decir. todos aquellos instrumentos de medida que obedecen a un diseño o estruc
tura predeterminada. 

Algunos ejemplos que ilustran la especificación de modelos a partir del de AFC o 
del modelo más general para el análisis estructural de las matrices de varianzas
covarianzas (ACOVS). pueden encontrarse en Joreskog (1970: 239-251; 1970; 1971: 
109-133) y Batista (1983). Se han seleccionado a co~tinuación dos matrices 
Multirasgo-Multimétodo para ilustrar la aplicación del AFC a la Psicología y 
Sociología. 

1. En un estudio sobre validez convergente y discriminante. Kelley y Fiske (1959) 
evaluaron a 124 estudiantes de Psicología con respecto a varios rasgos de personalidad. 
según tres métodos distintos: Autoevaluación (S); Mediana de las puntuaciones asig
nadas por tres de sus compañeros de clase (C); y combinación de las puntuaciones 
otorgadas por tres miembros del profesorado (E). 

Basándose en este estudio. Campbell y Fiske (1959: 81-105) escogieron las 
características: Afirmativo; Alegre; Serio; Equilibrado; De intereses amplios. para 
introducir las MMM en la comprobación de la validez de los métodos de medida utili
zados para medir los rasgos. 

Si en primer lugar se consideran los tres métodos como un conjunto de medidas 
congenéricas. ignorando en principio el incremento que redundaría de su diferen-

TABLA 32. Matriz de correlaciones entre cinco rasgos de personalidad. evaluados por tres méto
dos diferentes (E. C. S). 

"'AlRl ~ 10 RE A~'i\l Yll:n 

AFIACF) ALE"'C.:) SENlCf.) EtAIJUt: ) lHTE (E) HINCO ALEG(e) SERUc;) EQUJ(C) lNTt(C) 
-------- ________ _ _______ ... -------- -------- -------- -------- ------... -------- --------

AFJR(E) 1.nun 
ALEG(E) U.17U 1. onu 
SERICE) -11.7.411 -0.14U 1.IIUO 
E~UUE) n.1So U.4"'U n.oso 1.UIlU 
("TE CE) 11.1511 U.19U o.Oyo lJ.jlU 1.0lJlI 
AFIIUC) 0.710 U.HO -n.ls0 U.lbO 0.410 1.00U 
ALEGCC) 11.190 U.510 -O.l~u U.jKU 0.290 U.370 1.(JUO 
SERICC) -n.no -o. j1 11 1l.4]U -U.UIIO o.nln . -U.15(J -1I.1YO 1.UOU 
EQUUC) 11.0-S11 -U.lIo;lI II.u-sn U.¿IIU 11.11711 U.11U O.HO U.19U 1.0UO 
INTUC) IJ.190 u.I)«;U n.1140 U.l9U 0.470 u.HU 0.2l0 u.nu O.2YO 1.UO" 
AFIRCS) ".401) U.jllJ -1I.2lll lJ.19lJ 1I.14!O U.46U n.lbn -u.15u 0.120 u.HO" 
ALEG($) 11.1711 U.411.1 -0.1UI) 1J.111U -1I.lljn U.UQu lJ.24U -U.2~U -0.110 -U.U30 
SERI($) -1I.fu.n -U.1'tI tI.llIJ -1I.11U -O.O~O -U.u4U -U.110 U.llU 0.060 U.U6U 
EQU((S) fI.1in U.l71J -II.II-sn u.Z?U -n.1I4n 1I.1f1U U.1~n u.unu 0.140 -u.u3u 
INTECS) 'I.UI1 I/.nu -tl.lZIJ IJ.1J9U n.2611 1I.271J 0.1c!II -u.u711 O.O~O U.H.u 

MATeflX ln Rt ANALYHI' 

HJR(S) -Lf(,CS) SFHI(S) FuIlUS) INTf(S) 

-------- -------- -------- -------- --------
AFUCE) 1.1l1I0 
ALEG(E) 1I.?jn 1.lInll 
SERHE) -n.n~fI -1I.12U 1.I/IIU 
EQUI(E) n.lo11 U.lMI 11.1111 1.UIIIJ 
INTECe~ ".7.'" U.BU 11.1711 lI.jlU 1.HUII 
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ciación en la variabilidad explicada de los datos de la tabla 32, se obtiene un modelo 
de cinco factores-rasgos que comporta un valor de x~ = 140.46. Ya que E(X2) = JI, el 
excesivo valor del estaalStico x2 con respecto al número de grados de libertad conduce 
al rechazo del modelo de cinco factores. 

Con el objetivo de mejorar el ajuste de los datos, se añaden los métodos de medi
da (S, e y E) como factores comunes entre las v.o., esto conduce a la siguiente especi
ficación 

x = A~ + O [69] 

donde 

}..1l o o o o }..16 o o 
o }..22 o o o }..26 o o 
o o }..n o o }..36 o o 
o o o }..« o }..46 o o 
o o o o }..Yi }..56 o o 
}..61 o o o o o }..67 o 
o }..72 o o o o }..77 o 

A o o }..83 o o o }..87 o (70] 
o o o }..94 o o ~7 o 
o o o o }..l05 o }..lO7 o 
}..lll o o o o o o }..1l8 

o }..122 o o o o o }..128 

o o }..13~ o o o o }..36 

o o o }..144 o o o }..46 

o o o o }..m o o }..58 

E(x) = E(~) = E(o) = O (71] 

E(~o ') O [72] 

E(oo ') 8 , diagonal (73] 

adicionalmente se asume incorrelación entre métodos y rasgos, lo que induce cierta 
forma característica en la matriz de correlaciones entre factores 

1 

cJ>12 1 

cJ>u cJ>23 1 

<1> 
cJ>14 cJ>Z4 cJ>34 1 

[74] 
cJ>15 cJ>25 cJ>n cJ>45 1 
o o o o o 1 
o o o o o cJ>67 1 
o o o o o cJ>68 cJ>78 1 
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Aunque este modelo proporciona un valor de X~-62 = 57.46, el criterio de par
quedad, siempre presente en el modelado, al ser CP68 = 1 aconseja considerar como 
congenéricos los métodos-factores de Autoevaluación (~8) y el del equipo de profesores 
(~6)' integrándolos en un único factor (~6). Los resultados obtenidos con el programa 
LISREL N, son 

TABLA 33. Estimaciones de: (a) la matriz factorial; (b) las entre rasgos-métodos; (e) las varianzas 
residuales del modelo propuesto. 

LlSREL ESTIMA TES 

LAMBDA X 

ICSI 1 ICSI 2 ICSI 3 1C5I 4 KSI 5 KSI 6 KSI 

AFIR(E) 0.871 0.000 0.000 0.000 0.000 0.107 o.oor 
ALE6(E) 0.000 0.836 0.000 0.000 0.000 0.011 o.oor 
SERICE) 0.000 0.000 0.573 0.000 0.000 -0.296 o.oor" 
EQUI(E) 0.000 0.000 0.000 0.781 0.000 -0.253 o.oor 
INTE(E) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.689 -0.337 o.oor 
AFlIUC) 0.829 0.000 0.000 u.oou 0.000 0.000 0.1ót 
ALEG(C) 0.000 0.696 0.000 0.000 0.000 0.000 0.29' 
SERI<C) 0.000 0.000 0.122 o.oou 0.000 0.000 0.32, 
EQUICC) o.oon 0.000 0.000 0.213 0.000 0.000 O.53e 
INTHC) 0.000 0.000 0.000 o.uoo 0.599 0.000 0.44C 
AFIR(S) 0.552 0.000 0.000 0.000 0.000 0.',0 o.our 
ALE6 (S) 0.000 0.454 0.000 o.uoo 0.000 0.221 o.our 
SERI(S) 0.000 0.000 0.427 0.000 0.000 0.227 o.oor 
EQUIU) 0.000 0.000 0.000 U ... 29 0.000 0.380 o.oor 
INTEU) o.oun o.ono 0.000 0.000 0.697 0.622 o.oor 

PHI (a) 
ICSI KSI 2 KSI 3 1(51 4 KSI 5 KSI 6 KSI 1 

KSI 1 1.non 
KSI 2 0.559 1.000 
KSI 3 -0.371 -0.438 1.000 
ICSI 4 0.180 0.662 -0.081 1.000 
KSI 5 0.548 0.291 -0.023 0.430 1.000 
KSI 6 0.000 U.OOO O.OUO U.UOU 0.000 1.UOO 
KSI 7 0.000 0.000 0.000 U.OOO 0.000 -0.208 1.00 

THETA DELTA (b) 
AFIR(E) ALE6(E) SERI<E) EQUI (E) INTUE) 

-------- -------- -------- ------- --------
0.239 0.302 0.583 0.318 0.391 

AFIR(S) ALEG(S) SERI(S> EQUI(S) I'HE(S) 

-------- -------- -------- -------- --------
0.689 0.751 0.767 0.678 0.166 

HIRCO ALE6CC) SERI(C) EQUICC) INTECC) 

-------- ---~--- -------- -------- ---------
U.291 0.4611 0.349 0.616 0.4211 

(e) 

2. Saris y otros, basándose en los resultados de una encuesta sobre comportamien
to electoral, quieren determinar mediante MMM: a) Si el encuestado podía propor
cionar más información de la que realmente se recoge con el procedimiento clásico de 
la escala de categorías. b) Si los resultados difieren sustancialmente de los obtenidos 
utilizando otros métodos de medida 6. 

6 En Psicofisiología, se admite generalmente que el sujeto almacena sus sensaciones como puntuaciones 
en un continuo, y por tanto es capaz de reproducirlas en una escala cuantitativa. Esto sugiere que puede ob
tenerse mayor información del sujeto que la recogida por una escala ordinal como la de categorías, sirvién
donos, por ejemplo, de los llamados procedimientos .de comparación. de Stevens (1966: 530·541; 1975). 
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En una muestra de 60 individuos se seleccionaron tres variables, típicas en estudios 
«del voto:.: Identificación con un panido, ~l; Confianza en un candidato, ~2; y Prefe
rencia por un candidato, ~3. Cada una de ellas se midió de tres formas distintas: en 
una escala de categorías (c); asignando un número (n); o según la longitud de una 
línea (1), que el encuestado trazaba. 

Independientemente del modelo causal en el que se relacionasen las variables «del 
voto:., puede considerarse el modelo de medida de la fig. 6, en el que se explicita el 
posible efecto de los distintos métodos de medida en los patrones de relación entre 
v.o. 

El modelo matemático que traduce el diagrama de la fig. 6, consta de análogas 
ecuaciones que las referidas en el ejemplo anterior, si exceptuamos aquellas [70], [74], 
que corresponden a la matriz de ponderaciones, y a la de correlaciones entre los facto
res, cuya especificación puede encontrarse en el programa de la tabla 33. 

© 
/ I ! 

I ! \ 

11\ 
I \ / . 

FIGURA 6. Modelo de medida de las ues variables del voto evaluadas por tres métodos (~4' ~~, ~6). 

El conjunto de sentencias requeridas por el programa LISREL IV, para la especifi
cación del modelo confirmatorio de AF que se corresponde con el diagrama causal de 
la fig. 6, son extraordinariamente sencillas. La secuencia de tablas que se presentan a 
continuación detallan dicho programa, junto con las estimaciones de los parámetros y 
algunas de las habituales comprobaciones del modelo que el listado proporciona. 
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TABLA 33. Especificación del programa correspondiente al modelo de la fig. 6, para su análisis 
con el USREL IV. 

AFe ..... M.1(Y) 
DA NI-' NO-60 MA-KM 
IUI FU UN-2 FO 

* lABElS 
(AS) 
PIe 
cee 
epe 
Pll 
eel 
ePL 
PIN 
eeN 
e'N 
SElEeT 
1 4 7 2 5 S 3 6 9/ 
"ODEl NX-' NK-6 TD-DI,fR 
PA LX 

* 1 o o 
1 o o 
1 o o 
o 1 o 
o 1 o 
o 1 o 
o o 1 
o o 1 
o o 1 
'A PH 

* o 
1 o 
, 1 o 

100 
o , o 
o o 1 
100 
o 1 o 
o o 1 
100 
o 1 o 
o o 1 

o o o o 
o o o 1 o 
o o o 1 1 o 
START .7 
START .7 

ALL 
PH(1,2) PH(1,3) 
'H(2,3) PH(2,4) 
'H(],4) 'M(],5) 
PH(4,5) 'H(4,6) 
'H(S,6) 

PH(1,4) 
'H(2,5) 
'H(3,6) 
e 

START 1 PHe1,1) PH(2,2) 'H(],3) 
OU P" "1 SE FD FS TV TO 

'H(1,5) 'H(1,6) e 
'H(2,6) e 
e 

PH(4,4) PH(5,S) 'H(6,6) 
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TABLA 34. Estimación de los parámetros y verificación del modelo referido en el programa de la 
tabla anterior. 

AFe.""".I(V' 
LIBREL E8TIMTE8 

LMBDA X 

1'.81 1 1'.81 2 1'.81 3 KSI 4 

PIe O. 781 0.000 0.000 0.445 
PIl 0.945 0.000 0.000 0.000 
PIn 0.950 0.000 0.000 0.000 
eee 0.000 0.861 0.000 0.310 
eel 0.000 0.905 0.000 0.000 
een 0.000 0.884 0.000 0.000 
epe 0.000 0.000 0.751 0.651 
ePI 0.000 0.000 0.792 0.000 
ePn 0.000 0.000 0.785 0.000 

PHI 

KSI 1 KSI 2 KSI 3 KSI 4 

KSI 1 1.000 
KSI 2 0.833 1.000 
KSI 3 0.932 0.930 1.000 
KSI 4 0.000 0.000 0.000 1.000 
KSI 5 0.000 0.000 0.000 0.467 
KSI 6 0.000 0.000 0.000 0.378 

THETA DELTA 

Pie PI1 PI" eee ---
1 O. 169 0.065 0.084 O. 152 

THETA DELTA 

ePe ePI ePn -----
1 -0.017 -0.022 0.062 

TEST OF OOODNESS OF FIT 
eHI SGUARE WITH 12 DEQREES OF FREEDOI1 IS 
PROBABILITY LEVEL - 1.0000 

1'.81 5 KSI 6 

0.000 0.000 
0.218 0.000 
0.000 O. 131 
0.000 0.000 
0.3~ 0.000 
0.000 0.434 
0.000 0.000 
0.639 0.000 
0.000 0.575 

KSI 5 KSI 6 

1.000 
0.922 1.000 

eel een ---
0.062 0.032 

Saris y otros (1982), llegan a la conclusión de que realmente puede obtenerse más 
información de la que se obtiene en una escala de categorías utilizando métodos 
psicofísicos de comparación. El interesado puede consultar Pipjer y Saris (1979), para 
mayor información sobre el sesgo en las estimaciones de los parámetros estructurales, 
que relacionan las variables PI (~l); CC (~2); Y CP (~3)' al utilizar la escala de 
categorías. 

Desde esta perspectiva confirmatoria, Joreskog ha planteado modelos cada vez más 
generales: Análisis de la estructura de las matrices de Variancia-Covariancias, ACOVS 
Ooreskog, 1981: 65-92), y las recientes versiones del planteamiento LISREL, para ana
lizar cualquier tipo de relaciones de estructura lineal Ooreskog y Sorbom, 1978; 
1981). Véase también para mayor información Saris (1980: 205-224; 1978), Batista 
(1982) y Batista y Cuadras (1983). 
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TABLA 35. Matriz reproducida (SIGMA = R), según las estimaciones de la tabla 34. Evaluación 
del desajuste a través de los residuos, R - R. 

SIOftA 

PIe PIl Pln CCc CCl CCn 
------- ------ ----- ----- ------ ----

Plc 0.978 
PI1 0.784 1.005 
PIn 0.764 0.924 1.003 
CCc 0.698 O. 709 0.696 0.989 
CCl 0.663 0.790 0.759 0.831 1.009 
cen 0.648 0.783 0.756 0.811 0.943 1.001 
CPc 0.837 o. 728 0.697 0.803 0.741 0.724 
CPI 0.710 0.837 0.778 0.726 0.896 0.907 
CPn 0.668 0.807 0.770 0.695 0.850 0.895 

SIQt1¡\ 

CPc CPI epn 
------- -----

CPc 0.971 
ePI 0.789 1.014 
CPn 0.731 0.961 1.008 

RESI,PUILS : S - SIOM 

Plc PIl Pln CCc CCl CCn 
-------- ---- ---- ------ ------ ------

Plc 0.022 
PI1 0.016 -0.005 
Pln 0.006 -0.004 -0.003 
eee 0.042 0.011 0.034 0.011 
CCI 0.027 -0.030 -0.019 0.009 -0.009 
een 0.022 -0.013 0.004 -0.001 -0.003 -0.001 
epc 0.033 0.012 0.023 0.027 0.009 0.006 
ePI 0.020 -0.017 -0.008 0.014 -0.016 -0.007 
CPn 0.032 -0.027 -0.010 0.035 0.000 0.005 

RESIDUl\LS : S - SIOM 

CPc ePI epn ----- ----
CPe 0.029 
ePI 0.011 -0.014 
CPn 0.019 -0.011 -0.008 
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TABLA 36. Valores del estadístico [66], para comprobar la significación individual de las estima
ciones de cada uno de los parámetros del modelo. 

AFC. t1t1tt. l( V) 
T-VALUES 

LAI1BDA X 

KSI 1 KSI 2 

Plc 6.918 0.000 
PIl 9. 168 0.000 
Pln 9.467 0.000 
Cee 0.000 8. 121 
CCI 0.000 8.045 
CCn 0.000 7.550 
CPc 0.000 0.000 
CPI 0.000 0.000 
CPn 0.000 0.000 

PHI 

KSI 1 KSI 2 

KSI 1 0.000 
KSI 2 16.739 0.000 
KSI 3 18.478 29.268 
KSI 4 0.000 0.000 
KSI 5 0.000 0.000 
KSI 6 0.000 0.000 

THETA DELTA 

KSI 3 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
5.451 
5.156 
5. 186 

KSI 3 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

KSI 4 

4.247 
0.000 
0.000 
3.010 
0.000 
0.000 
5.054 
0.000 
0.000 

KSI 4 

0.000 
2. 129 
1.440 

KSI :t 

0.000 
1.524 
0.000 
0.000 
2.634 
0.000 
~.OOO 
4.382 
0.000 

KSI 5 

0.000 
15.497 

KSI b 

0.000 
0.000 
0.877 
0.000 
0.000 
3.464 
0.000 
0.000 
3.504 

KSI 6 

0.000 

Plc PII PIn CCc CCI CCn 

1 

1 
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3.116 

THETA DELTA 

2. 186 

CPc CPI CPn 

-0.279 -O. 718 

2.228 3.921 3. 153 1.778 
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3. Análisis Factorial de Correspondencias 

Por José Miguel GarcÍlZ Santesmases 

3.1. Introducción 

la rápida generalización del uso de esta técnica de análisis de datos se debe funda
mentalmente a lo adecuada que resulta su utilización para atacar problemas de análi
sis donde juegan un papel imponante las variables nominales. 

El impulso inicial fue dado por la escuela francesa de análisis de datos y a uno de 
sus fundadores, J. P. Benzecri, puede citarse como el primer autor de esta técnica en 
lo que se refiere a sus aspectos descriptivos y algebraicos; es decir, al ataque de tablas 
de contingencia fuera del marco de la estadística inferencial clásica. 

La utilización de esta técnica responde a la necesidad de profundizar en las rela
ciones de dependencia que se establecen entre dos variables categóricas observadas en 
una misma población, incidiendo sobre todo en explicar cómo los distintos valores o 
categorías de ambas variables se relcionan unos con otros. 

Las consideraciones que se hacen para llegar a los resultados son de carácter ge
ométrico y están dentro de las técnicas descriptivas de la estadística, no pudiendo de
bido precisamente a esto extender en principio ninguna de las conclusiones que se ob
tengan más allá del conjunto colectivo observado. 

El tipo de resultados a los que se llega tiene por tanto un carácter meramente 
deScriptivo del colectivo estudiado, siendo especialmente idóneo para aplicarlo a si
tuaciones donde sean pocas o ninguna las hipótesis previas de trabajo y se requiera un 
análisis exploratorio de la situación a tratar (a través de una muestra del colectivo en 
estudio) con el fin de establecer los puntos de partida de análisis posteriores. 

El objeto del análisis de correspondencias son las tablas de contingencia o tablas 
que cruzan dos variables categóricas. Existe una generalización del método a más de 
dos variables categóricas, llamado análisis de correspondencias múltiples, que lo hace 
especialmente útil en situaciones multivariables categóricas. 

Vamos a desarrollar primero el método simple o el análisis de una tabla de contin
gencIa. 

3.2. Correspondencias simples 

Sean X e Y las variables que forman la tabla de contingencia, con «PI y «ql valo
res o categorías respectivamente. 
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Denotamos la tabla en la siguiente forma: 

0z 1 2 J q 

1 nn n 12 nlj n 1q 

2 n 21 n 22 n2j n 2q 

p n p1 n p2 np¡ npq 

donde ni¡ designa e! número de unidades observadas que toman e! valor i en la va
riable X y e! valor j en la variable Y. 

Sea 

q 

E n;¡ 
¡= 1 

q 

h. = E /,¡ 
¡-1 

p 

J¡ = E /;¡ 
i-1 

t = 1 •...• P 
J = 1 •...• q 

Esta técnica también se puede aplicar a cuadros o tablas de números positivos que 
no sean necesariamente tablas frecuentistas o de recuento. Así podemos considerar la 
distribución de! Producto Nacional Bruto entre los sectores Agrícola. Industrial y de 
Servicios observada en un determinado conjunto de países. tal y como aparece en la 
tabla 1. 

Las preguntas que nos hacemos a la hora de establecer e! tipo de dependencia que 
se da entre las variables X e Y pueden reducirse a: 

1. ¿Qué categorías de la variable X se componan de forma similar respecto de la 
variable Y? (Análogamente para las categorías de la variable Y respecto de X). 

2. ¿Cuáles son los valores de Y que no influyen en una determinada categoría de 
X? 

3. ¿Qué tipo de representaciones gráficas pueden visualizar los resultados obteni-
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ANAIlSIS FACfORlAl DE CORRESPONDENCIAS 

TABLA 1. Matriz de Datos. 

~~~~~-~--~--~~~~------~~~ 
I AG1t1 INDU SERV 

~~~---~-~~-~--~---~---~~~-~~-
[.j I 4)]. ID 55. 15~5. 3000. 

ARGE I 13. 46- ~1. lOa. 
BOlI I 17. 29. 51t. 100. 
BitA S I 11. 3B. 51. 100. 
CHtl I 8. 37. Ss. 100. 
COLO I 29. 28. 43. 100. 
C1ST I 19. 26- 55- 100. 
fOJA I 15. 37. 48. 100. 
SAlV I 28. 22. 50. 100. 
GUAT I 26. 20. !4. lOe. 
HONO t 32. 26. 42. 100. 
"'EJI 10. 38. 52. 100. 
NIeA 29. 28. 43. 100. 
PANA 23. 21. 56. 100. 
PAR' 31. 24. 45- 100. 
PERU 10. 43. 1t1. 100. 
REOO 19. 26. 55. 130. 
URUG 13- 37. 50. lOa. 
VENE f». 47. 1t7. 100. 
EeUU 3. 34. 63. 100. 
(ANA 4. 33. f3. lOa. 
ALE'" 2. 49. 49. 100. 
SElG le 37. tI. lOe. 
DINA I 5. 59. .36. 100. 
ESPA I 9. 31. 60. 100. 
fRA~ I 5. 34. El. lOa. 
ITAl I 7. 43. 50. 100. 
PBAJ I 4. 31. 59. 100. 
PORT I 13. 41. 40. 100. 
INGl • 2. 36. 62. 100. 
JAPO I Se 42. ~3. 100. 

dos anteriormente. de forma que la alteración producida por estas representaciones en 
los datos observados sea mínima? 

Para contestar a estas preguntas procedemos a la construcción y análisis de las nu
bes de puntos generados por ambas variables. 
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3.2.1. Construcción de las nubes de puntos 

• Nube de puntos en RP 

Consideramos cada una de las categorías de la variable Y como un punto en un 
espacio de p dimensiones que corresponde a cada uno de los valores que toma respec
to de la variable X-normalizado respecto del número total de efectivos. 

Si nos fijamos en la categoría j de y, que denominamos punto columna j, repre
sentamos este punto en R!' a través del vector 

que corresponde en términos frecuentistas a la distribución de X condicionada al valor 
jde Y. 

Así. en la tabla 1 podemos construir 3 puntos columnas que corresponden a las 
variables AGRI. INDU. SERV. situados en un espacio de treinta dimensiones. 

Por ejemplo: 

AGRI ( 
13 

400 

• Nube de puntos en RfI 

17 
400 

De la misma forma en que construimos la nube de puntos en RP construimos una 
nube de puntos en RfI. formada por los perfiles de las fuas. 

Tendremos p puntos fuas correspondientes a las p categorías de la variable X; así. 
la categoría t: que denominaremos punto fila i, vendrá dada por el vector: 

( tI , /'2 ..... ~) 
t. t. t. 

En la tabla 1 tendremos 30 puntos fila correspondientes a los perfiles de los 30 
países considerados. 

Por ejemplo Brasil está representado por: 

BRAS 

Tanto en RP como en RfI, en las nubes de puntos consideradas las proximidades 
entre los puntos pueden interpretarse como proximidades entre las categorías que 
representan; así PBA) y BELG están más cerca que PBA) y BRAS. 
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ANAIlSIS FACTORIAl DE CORRESPONDENCIAS 

3.2.2. Distancia de Benzecn' 

Con el fin de dar una idea más precisa de las proximidades entre los puntos en ca
da uno de los espacios considerados, les dotamos de una distancia que nos da dichas 
proximidades. Tomaremos para ello la distancia de Benzecri, basada en la Gi cuadra
do. 

Distancia en RP. 
Sean j y j' dos puntos columna que vienen representados respectivamente por: 

La distancia al cuadrado entre los puntos j y j' viene dada por: 

Jl(j, j') = ~ _1_. (~_~) 2 

1=1 /;. tI tI 

que a diferencia de la métrica euclidea pondera cada sumando con los inversos de los 
tanto por uno de los efectivos en cada fila. 

Análogamente definimos la distancia entre filas en Rq. Así, sean i e i' dos puntos 
fila en Rq 

Jl(t: i') 1 

ti (~ _ 0.) 2 

/;. /;'. 

La justificación de la elección de dicha distancia se basa en que cumple con la pro
piedad de invariancia, que se puede expresar del siguiente modo: 

«Si agregamos o juntamos dos columnas (filas) para formar una sola, con tal de 
que sus perfiles sean idénticos la distancia entre filas (columnas) queda inalteradv. 

Es decir, si se diese en nuestro ejemplo el caso de que dos países presentasen la 
misma distribución del P.N.B. en los tres sectores considerados, se podría considerar 
una nueva tabla con las mismas filas que la antigua, pero suprimiendo las de los dos 
países con la misma distribución e incluyendo una nueva que recogiese la suma de los 
efectivos de dichos países; en la nueva tabla, las distancias entre las columnas o secto
res permanecen invariables. 

Esta propiedad hace adecuada su utilización en el problema que nos ocupa, pues 
permite identificar aquellas filas (columnas) que sean semejantes sin que varíen sen
siblemente las posiciones de las columnas (filas). 

A los puntos que definen la nube en Rq o puntos filas, los vamos a ponderar con 
sus marginales; es decir, el punto fila i vendrá ponderado por /;. 

De la misma forma para los puntos columnas en RP. Así, el punto columna j 
vendrá ponderado por /, 

En nuestro ejemplo, todas las filas tienen la misma ponderación o peso y vale 
100/3000. 
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Por el contrario, las columnas están ponderadas de forma distinta: AGRI tiene una 
ponderación de 400/3000, INDU tiene una ponderación de 1055/3000 y SERV tiene 
una ponderación de 1545/3000. 

3.2.3. Notación 

En el desarrollo que sigue emplearemos la siguiente notación matricial. 
Si llamamos F a la matriz de frecuencias relativa de la tabla de contingencia 

F= 

Sea Dp la matriz diagonal 

h. o 

o h. 

o o 

... o 

... o 

/p. 

que recoge las marginales de las filas. 

Sea D" la matriz diagonal 

... o 

... o 

o o 1" 

hl h2 h" 
hl h2 flq 

lIh. o ... o 

D-I 
P 

D-I 
" 

o l/h. . .. o 

o o . .. 1I/p. 

11/1 o ... o 

o 1/12 ... o 

o o ... 111" 

que recoge las marginales de las columnas. 
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Se tiene: 

111 h2 &. 
h. h. h. 

hl h2 &. 
D¡IF = h. h. h. 

que recoge en sus filas los puntos de la nube definida en R'I. 
Análogamente, 

hl h2 &. 
II 12 1'1 

hl h2 &. 
FD-I II 12 1'1 '1 

recoge en sus columnas los puntos de la nube definida en RP; luego las filas de la tras
puesta de dicha matriz, D;IFI, representan a estos puntos. 

De la misma forma utilizaremos la notación matricial para representar a los pesos 
o ponderaciones de los puntos de cada nube, así como las distancias entre ellos. 

Dp matriz con los pesos de los p puntos en RP. 
D'I matriz con los pesos de los q puntos en R'I. 
D¡ I matriz que define la distancia en RP. 
D; I matriz que define la distancia en R'I, 
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tendremos que la distancia entre los puntos i e i' de R q, en términos de D; l. vendrá 
dada por: 

tJl(i i') - (/;1 - t'l t2 _ /;'2 & - t'9 )D-l , - t. t, . · /;. /;, . . ... · /;. /;, . q 

análogamente para cualquier par de puntos j, J' de RP. 

ti 
l 

t2 
t· ,. 

& 
/;. 

t'l 
t, ,. 

t'2 
t, ,. 

/;'9 
r, Ji . 

Dado que el objetivo del análisis de correspondencias es estudiar las relaciones que 
existen entre las filas y columnas de una tabla de contingencia y debido a que las re
presentaciones geométricas de las filas (columnas) están en espacios de dimensiones. 
grandes q(P). el método que emplearemos para estudiar dichas relaciones será el de 
obtener subespacios de Rq(RP) de dimensiones pequeñas que mejor se ajustan a dichas 
nubes de punto~. estudiando las relaciones que existen entre dichos subespacios. 

3.2.4. Ajuste de un subespacio a una nube de puntos 

Sea X, m~triz de orden (p, q) que representa las q coordenadas de p puntos en 
Rq; sea M, matriz simétrica definida positiva que define la métrica en Rq; sea P, 
matriz diagonal de orden (p, p) cuyos elementos son los pesos de los p puntos. 

Para encontrar el subespacio de Rq de dimensión I < q que mejor se ajusta a la 
nube de puntos. comenzaremos por buscar el subespacio de dimensión 1 que mejor se 
ajuste. El criterio de ajuste que emplearemos es el de los mínimos cuadrados. que en 
nuestro caso se traduce en la siguiente expresión a optimizar. 

Sea u I vector de norma 1 que engendra el su bespacio de dimensión 1 a localizar. 
XMu representan las proyecciones de los p puntos sobre el eje definido por u. 
Se trata de maximizar la suma ponderada de los cuadrados de las proyecciones. 

condicionado a que u sea de norma 1; es decir. U 1 vendrá dado como solución al 
problema 

Max U~MX'PXMuI I u~MuI = 1 
"1 

La solución de dicho problema nos da que U I es el autovector de la matriz X'PXM 
asociado al mayor autovalor de dicha matriz. 
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ANALlSIS FACfORlAL DE CORRESPONDENOAS 

Luego: 

a 111 le llamamos primer eje factorial. 
A MilI = (/'1' operador proyección, le llamaremos primer factor; este factor es de 

norma 1 defInida por la métrica M -1; es decir: 

Para calcular el subespacio de dimensión 2 que mejor se ajusta a la nube de pun
tos, basta con calcular el subespacio de dimensión 1 que mejor se ajusta a la nube 
entre todos los onogonales al 1I} previamente calculado. ya que el «mejor. subespacio 
de dimensión 2 contiene al mejor subespacio de dimensión 1. 

Sea 112 el vector de norma 1 que engendra este subespacio. 112 nos viene dado como 
aquel que resuelve el problema de máximo: 

Max lI~tpXMlI2 I 1I~1I2 = 1 ; 1I~1I1 = O 
-2 

y este es el autovector asociado al segundo mayor autovalor de la matriz XtPXM. 
Denominaremos: 

112 segundo eje factorial. 
M1I2 = (/'2 segundo factor. 

En general tendremos: 

El subespacio de dimensión I < q que mejor se ajusta a la nube de puntos en Rtf, 
defInida más arriba, está engendrado por los I autovectores de la matriz XtPXM aso
ciados a los I mayores autovalores de dicha matriz. 

Al a-ésimo autovector de X!PXM, ordenado según el valor de su autovalor, lo lla
maremos a-éximo eje factorial. 

lIa a-ésimo eje factorial. 
(/'a = MlIa a-ésimo factor. 

Cálculo de los factores en Rtf 

Aplicando los resultados anteriores a la situación defInida por: 

tendremos: 

x = D¡lF 
M = D;1 
N = Dp 

El eje factorial a-ésimo Ua de la nube defInida en Rtf viene dado por el autovector 
asociado al a-ésimo autovalor de 
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siendo el elemento (j, ji) de S: 

S·· = t !k 
IJ ;=1 ifj' 

(/Ja = D;IUa es el a-ésimo factor. 
Las proyecciones de los f puntos de la nube Rq sobre el eje vienen dadas por 

Di1FD;lua = Di1F(/Ja 

Cálculo de los ¡actores en RP 

Análogamente al caso en Rq el a-ésimo eje factorial es el autovector asociado al a

ésimo autovalor P-a de la matriz: 

FD;1PDi 1 

Designamos por 1/; a al a-ésimo factor que viene dado por: 

Las proyecciones de los q puntos de RP sobre "a vienen dados por: 

Relaciones entre los resultados obtenidos para Rq y RP 

Por los anteriores resultados sabemos que se cumple: 

Como las matrices FD; 1 P Di 1 y P Di 1 FD; 1 tienen los mismos autovalores no nulos se 
tiene que 

premultiplicando (2) por FD; 1 tenemos: 
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ANAIlSIS FACTORIAL DE CORRESPONDENCIAS 

luego, FD;;II1. es el autovector asociado a ).. y, por tanto, proporcional a PI- Como PI 

tiene norma 1 y además se cumple que 

ya que es la función objetivo a maximizar y tomaba su máximo para 111 con valor ).1' 

se tiene: 

PI 1 FD-I 
~ '1

111 
v).. 

En general: 

11 = 1 PD-l 
a .~ P Pa 

V).a 

Estas relaciones se extienden a los factores, teniendo: 

Si designamos por ~ a' ~ a los vectores de las proyecciones de las nubes de puntos 
sobre los a-ésimos ejes factoriales de R'I y RP, respectivamente, se tiene: 

~a .J>\: 'Pa proyecciones de los puntos de RP. 

~a .J>\: l/Ia proyecciones de los puntos de R'I. 

y se establecen las siguientes relaciones baricéntricas entre las coordenadas de las pro
yecciones 
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o lo que es igual: 

A _1_ f. fiL A 1/Iai = i.J f{Jaj ..r>::: j~ 1 h. 

3.3. Ejemplo de aplicación de las correspondencias simples 

A la hora de llevar a la práctica esta técnica, y debido a los resultados anteriores, 
será suficiente con resolver el problema de la representación de una de las nubes de 
puntos, pues en función de las relaciones baricéntricas a las que hemos llegado 
siempre es posible resolver una nube a partir de la otra. 

Se tomará la nube de puntos definida en el espacio de dimensión más pequeña, 
sea éste Rq; se extraerán como máximo los q mayores autovalores, pues debido a las 
relaciones que ligan a los puntos de la nube 

éstos se encuentran en un subespacio de dimensión q - 1. 
Para la tabla 1 tomaremos la nube de puntos fila o países, pues estando definidos 

en R3, solamente tendremos que extraer dos ejes factoriales que corresponden a los 
autovalores 

u 1 0.09317 

u2 0.019432 

y que representan respectivamente 81.062% y 18.93% de la variabilidad total. 
Estos valores nos permiten establecer la importancia relativa de cada eje factorial y 

por tanto la de los planos que formemos combinando estos ejes. 
En nuestro caso el plano factorial formado por los dos priméros ejes recoge un 

100% de la variabilidad, teniendo defmidos correctamente los puntos que representa
mos en él. 

No será en general este el caso en aquellas situaciones donde tanto p como q san 
mayores que 3, debiendo tener cuidado en las interpretaciones que se hagan a la vista 
de los planos observados, puesto que los puntos en ellos representados sufrirán defor
maciones tanto más fuertes cuanto menor sean los porcentajes de variabilidad que re
cogen estos ejes. 

Las proyecciones de los puntos sobre el plano definido por los dos ejes extraídos 
para la tabla 1, vienen dadas en las figuras 1 y 2 que corresponden a las tablas 2 y 3. 
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ANAIlSIS FACTORIAL DE CORRESPONDENCIAS 

TABLA 2. Coordenadas de los puntos-fila en los 2 primeros ejes. 

FACfOR 1 FACfOR 2 

ARGE - 67 224 
BOLl 130 - 71 
BRAS - 76 23 
CHIL -149 - 45 
COLO 451 98 
COST 199 -103 
ECUA 34 65 
SALV 457 - 44 
GUAT 416 -118 
HOND 540 104 
ME]I -102 7 
NIeA 451 98 
PANA 331 -145 
PARA 525 46 
PERU -129 113 
REDO 199 -103 
URUG - 18 34 
VENE -256 134 
EEUU -264 -189 
CANA -232 -194 
ALEM -372 112 
BELG -307 -141 
DINA -348 372 
ESPA - 90 -156 
FRAN -211 -157 
ITAL -208 65 
PBA] -254 -109 
PORT - 73 245 
INGL -301 -162 
]APO -255 12 

TABLA 3. Coordenadas de los puntos-columna sobre los 2 primeros ejes. 

AGRI 
INDU 
SERV 

FACfOR 1 

712 
-202 
- 44 

FACfOR 2 

89 
162 

-132 
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A veces resulta útil superponer las proyecciones de los punos fila y los puntos co
lumna para formar un único plano donde podamos situar fdas y columnas. Las po
sibles interpretaciones que puedan hacerse de esta representación conjunta se justifi
can por las relaciones baricénuicas. 

En éstas, la coordenada de un punto fila (columna) sobre un eje se puede expresar 
como la medida ponderada de las coordenadas de los puntos columna (fdas) sobre ese 
mismo eje, salvo el factor multiplicativo 11~. 

En la figura 3 aparece esta representación conjunta, a partir de la que podemos 
hacer las siguientes interpretaciones. 

Si tomamos un punto fda, por ejemplo FRAN que representa Francia, observamos 
que los puntos columnas que más influyen en su posición son: SERV, INDU y AGRI, 
en este orden. Este tipo de análisis lo podemos hacer para cada punto fila o país ob
servando que hay un conjunto de países que se comportan de forma similar a Francia 
y que se oponen horizontalmente a los países con predominio de un PNB en Agricul
tura (Honduras, Paraguay, etc. .. ) y verticalmente a aquellos donde predomina la In
dusuia respecto de los Servicios (Venezuela, Alemania, etc.). 

Estas interpretaciones son válidas para la tabla que hemos uatado, pues tal como 
se comentó más arriba, en la representación bidimensional estudiada no se pierde nin
guna información. 

Para ouas tablas de datos, de dimensiones mayores, en las representaciones planas 
que se consuuyen combinando los ejes exuaídos habrá que tener más cuidado con las 
interpretaciones, pues dependerá de lo bien o mal que los puntos filas o columnas es
tén representados en el plano elegido para dar validez a las anteriores interpreta
Clones. 

Además de la importancia relativa de cada eje, que viene dada por el porcentaje 
de variabilidad que se lleva, y que representa el autovalor asociado a dicho eje cuyo 
valor viene dado por la expresión 

j j 

consideraremos expresiones que nos dan: 1) la importancia que tiene cada punto en la 
definición de un eje y, 2) la calidad de la representación de un punto sobre un eje, 
que vienen dadas respectivamente por las conuibuciones absolutas y relativas. 

Conuibución absoluta del punto j para definir el eje. 

Cjj, a) f/-J>:: 'Pa/ 
~a 

representa el porcentaje de la inercia o variabilidad del eje defmido por el punto j. 
Se cumple: 

E CJ..a, J) 1 
J 
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Calculando las contribuciones absolutas para cada punto flla (columna) podremos 
establecer qué puntos flla (columna) con los que más contribuyen en la definición de 
un eje y que al mismo tiempo sugieren una posible interpretación del mismo. 

En las tablas 4 y 5 aparecen las contribuciones absolutas de los puntos filas y co
lumnas de los dos ejes extraídos sobre los datos de la tabla 1. 

TABLA 4. Contribuciones absolutas de los puntos-fIla a los 2 primeros ejes. 

FACTOR 1 FACTOR 2 

ARGE 2 86 
BOLl 7 9 
BRAS 2 1 
CHIl 9 4 
COLO 81 17 
COST 16 18 
ECUA O 7 
SALV 84 3 
GUAT 69 24 
HOND 117 19 
ME)I 4 O 
NICA 81 17 
PANA 44 36 
PARA 110 4 
PERU 7 22 
REDO 16 18 
URUG O 2 
VENE 27 31 
EEUU 28 62 
CANA 22 65 
ALEM 56 22 
BELG 38 35 
DINA 49 237 
ESPA 3 43 
FRAN 18 43 
ITAL 18 7 
PBA) 26 21 
PORT 2 103 
INGL 37 46 
)APO 26 O 

Si nos fijamos en las contribuciones de los puntos columnas a los dos ejes conside
rados, observamos que el 1. rr eje está definido por AGRI con una contribución abso
luta de 812 sobre 1.000, mientras que el 2. o eje está definido por INDU y·SERV con 
contribuciones de 473 y 472 respectivamente, en este último podemos observar que 
existe una oposición entre estos dos puntos pues sus coordenadas tienen signos opues
tos, 162 y -132 respectivamente (véase Tabla 3). 
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TABLA 5. Contribuciones absolutas de los puntos columna a los 2 primeros factores. 

AGRI 
INDU 
SERV 

FACfOR 1 

812 
175 

13 

FACfOR 2 

54 
473 
472 

La interpretación que sugieren estos valores puede ser la siguiente: 

Los puntos se sitúan a lo largo del eje horizontal o primer eje, de acuerdo con la 
importancia que tiene la agricultura en el P.N.B. Dado que en este eje existe una 
oposición de signo entre AGRI e INDU y SERV, podríamos pensar que en este eje 
agrícola se oponen los países indutrializados situados a la izquierda y los países no in
dustrializados situados a la derecha. Un país se situará tanto más a la izquierda cuanto 
menos importancia tenga la agricultura en su PNB. 

Además este eje recoge un 81.062%, lo que indica que se lleva casi toda la va
riabilidad de la nube de puntos, pudiendo considerarlo como .un buen factor a la hora 
de clasificar los países. La oposición entre INDU positivio y SERV negativo en el 2. o 

eje, nos va a situar a los puntos fila o países tanto más arriba cuanto más importancia 
tengaen el P.N.B. la actividad Industrial frente a los Servicios. Así vemos que Bélgica 
y Alemania, con una situación muy similar sobre el eje horizontal, se oponen en el eje 
vertical con lo que siendo países con una importancia relativa semejante en cuanto a 
su componente agrícola, en uno de ellos priman más los Servicios y en el otro la In
dustria. 

Muchas veces no es suficiente con dar un interpretación a los ejes que definen un 
plano para establecer una acertada clasificación de los puntos que se sitúan sobre el 
mISmo. 

Aunque éste no es nuestro caso por tratarse de una representación que recoge el 
100% de la inércia, en otras muchas situaciones los planos que interpretamos no reco
gen toda la variabilidad y una vez hecha la interpretación de los ejes a partir de las 
contribuciones absolutas de los puntos a cada eje es necesario preguntarse por lo bien 
o mal que éstos definen a los puntos situados sobre ellos. Para medir la calidad de la 
representación de los puntos situados sobre un eje consideraremos las contribuciones 
relativas de un eje en la definición de un punto. 

La contribución relativa de un eje en la explicación de un punto j, la definimos 
como la proporción de la inercia total del punto definida por el eje. Si Jl(j, G) es la 
inercia del punto j, donde G es el centro de la nube, y JlJj, G) es la inercia del punto 
j sobre el eje a-ésimo, definimos como contribución relativa del eje a-ésimo al punto 
J. 

C,(j, a) 

Evidentemente se cumple: 

E Ch: a) 1 
a 
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En las tablas 6 y 7 aparecen las contribuciones relativas a los dos ejes extraídos a 
los puntos fila y columna, respectivamente. 

94 

TABLA 6. Contribuciones relativas de los 2 primeros ejes a los puntos-fila. 

FACI"OR 1 FACTOR 2 

ARGE 85 915 
BOll 765 235 
BRAS 919 81 
CHIl 913 87 
COLO 955 45 
COST 787 213 
ECUA 210 790 
SALV 991 9 
GUAT 924 76 
HOND 964 36 
ME)I 996 4 
NICA 995 45 
PANA 838 162 
PARA 993 7 
PERU 573 427 
REDO 787 213 
URUG 240 761 
VENE 788 212 
EEUU 661 339 
CANA 589 411 
ALEM 917 83 
BELG 824 176 
DINA 469 531 
ESPA 250 750 
FRAN 644 356 
ITAL 913 87 
PBA) 843 157 
PORT 83 917 
INGL 774 226 
)APO 998 2 

TABLA 7. Contribuciones relativas de los 2 primeros ejes a los puntos-columna. 

AGRI 
INDU 
SERV 

FACTOR 1 

985 
613 
103 

FACTOR 2 

15 
387 
897 
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Es importante considerar estos valores cuando se tratan de establecer grupos de 
puntos con comportamiento similar respecto de un par de ejes interpretados pre
viamente. Estos (los ejes) vienen definidos por aquellos puntos que se sitúan en el 
mismo o. dicho de otra manera. que la suma de las contribuciones relativas de los dos 
ejes al punto es suficientemente grande. En este ejemplo. dado que los puntos se 
pueden representar en dos ejes. la suma de la contribución relativa de los dos ejes y 
para todos los puntos es 1.000; por lo tanto. todos están bien representados y no hay 
problema de interpretación. No será este el caso cuando se necesiten más de dos ejes 
para la representación (véase ejemplo de aplicación de las correspondencias múltiples). 

3.4. Correspondencias múltiples 

El método que hemos desarrollado para el estudio del comportamiento conjunto 
de dos variables categóricas se puede generalizar al estudio de más de dos variables. 

Esta generalización se puede hacer basándonos en el hecho de que el estudio de la 
tabla F a través de un análisis de correspondencias es equivalente al análisis de corres
pondencia realizado sobre la tabla de BURT generada por ésta. 

La tabla de BURT. construida a partir de las variables categóricas X e y, toma la 
siguiente forma: 

o 

o 

o 
B= 

o n. 2 

o o 

Que es una matriz de orden (p + q. P + q) y simétrica. 

Donde: 

'1 
i n· ~ nij = 1 • ...• p ,. J.J 

j-l 

n· = t n" J = 1. ... , q ., 
,-1 

o 

95 



Al realizar un análisis de correspondencias sobre B y por ser simétrica la matriz, las 
dos nubes de puntos filas y columnas son idénticas. Por tanto será suficiente con estu
ruar una sola nube de puntos. 

Se cumple el siguiente resultado: 

Para todo par de factores (Y'u' !/;u) asociados a un mismo valor propio obtenido de 
efetuar un análisis de correspondencias sobre las variables X e y, le corresponde un 

farto~ <P. = ( ~: )obtenidO de efectuar un análisis de correspondencias sobre" la 

matrIz B. 
La anterior equivalencia nos conduce a la generalización del método cuando quere

mos estudiar el componamiento conjunto de más de dos variables. Para ello se proce
derá a formar la tabla de BURT generada por dichas variables y a realizar un análisis de 
correspondencia sobre ella. Esta, análogamente construida a partir de dos variables, es
tará formada por bloques que correspondan a las tablas de contingencia entre los posi
bles pares de variables. 

Por ejemplo, consideremos la tabla de BURT formada por las variables X, Y Y Z 
con p, q y I categorías respectivamente. 

La matriz de BURT asociada viene dada por: 

X y Z 

1 ... p p + 1 ... p + q p + q + 1 ... p + q + I 

I I 
1 I I 

I 

X Bxx Bxy I Bn 
I 

I 
I 

P - - -- r - -- - - +--- -----

P + 1 I I 
I I I 

Byx I Byy I Byz y 
I 
I 

P + q I __ L _____ --r ----
I 

p + q + 1 I 

z Bzx Bzy Bzz 

p + q + I 
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donde los bloques diagonales Bxx, Byy, Bzz corresponden a matrices diagonales que 
contienen los efectivos existentes en cada categoría de las variables x, y, z, respectiva
mente. 

Los bloques no diagonales recogen las tablas de contingencia; así el bloque Bxy es 
la tabla de contingencia formada a partir de X e Y. 

A la hora de interpretar los factores extraídos en un análisis de correspondencias 
múltiples son válidas las relaciones a las que llegábamos y siguen manteniendo su sen
tido las contribuciones relativas y absolutas como ayuda a la interpretación de los fac
tores. 

3.5. Ejemplo de aplicación de las correspondencias múltiples 

Con el fm de ilustrar la capacidad descriptiva que esta técnica tiene en situaciones 
multivariables, vamos a comentar los resultados que se obtienen de aplicarla a la si
guiente situación l. Se ha recogido información sobre un total de 400 refugiados poJí
ticos residentes en Madrid y Barcelona (tabla 8). 

TABLA 8. Variables y categorías del análisis. 

• Lugar de residencia BARC (Barcelona) 
MADR (Madrid) 

• Edad 20-25 (Entre 20 y 25 años) 
26-30 (Entre 26 y 30 años) 
31-35 (Entre 31 y 35 años) 
36-50 (Entre 36 y 50 años) 
+ 50 (más de 50 años) 

• Nacionalidad ARGE (Argentina) 
CUBA (Cuba) 
CHIL (Chile) 
URUG (Uruguay) 
OTRO (Otros) 

• Situación jurídica TURI (Turismo) 
PERM (Permanencia) 
RESI (Residente) 
REFE (Refugiado español) 
ACNU (ACNUR) 
NACI (Nacionalidad) 

• Actividad TRAB (Trabajo) 
DESE (Desempleo) 
PENS (Pensionista, retirado) 
ESTU (Estudiante) 
AMCA (Ama de casa) 

1 Los datos que vamos a utiJizar provienen de un estudio sobre Ja emigración latinoamericana a España, 
realizado por Miguel Roig y OIga Lutz, quienes amablemente nos han permitido hacer uso de sus datos. 
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Con este ejemplo se pone de manifiesto la capacidad descriptiva del método, 
sobre todo en su aspecto asociador de categorías de diferentes variables cuando éstas 
son suficientes en número para hacer dificil un estudio global de ellas. 

Siguiendo los pasos desarrollados en el apartado de generalización del método, en 
primer lugar construimos la tabla de BURT asociada a las variables tratadas (ésta apa
rece en la tabla 9), sobre la cual se procede a realizar un análisis de correspondencias. 

El segundo paso, diagonalización de la matriz asociada, nos da los autovalores aso
ciados a cada uno de los factores, que interpretábamos como la imponancia que cada 
uno de ellos tiene respecto de la información que recoge tanto respecto del total como 
en relación a los otros. En la tabla 10 aprecen los autovalores asociados a los factores, 
ordenados de mayor a menor juntamente con el porcentaje respecto de la suma, o 
inercia total y el porcentaje acumulado. 

TABLA 10. Autovalores asociados a los factores. 

-----~~~-~--------------------
AUTOV ALaRES PROCENTAjES ACUMULADOS 

- - - --
O.14l45939 I 17.069 J 17.069 J 
0.10945886 I 13.115 J 30.184 I 
0.07598025 I 9.104 J 39.287 J 
O.OlJ19061 J 8.410 J 41.691 J 
O.05333~la J 8.390 54.081 I 
0.05006146 I 5.998 60.085 1 
0.04137207 I 5.136 65.821 I 

I 0.04522061 I 5.418 11.239 I 
0.03951311 I 4.141 15.981 I 
O.036~O264 J 4.362 80.342 I 
O.03~29311 3.869 84.211 I 
tl.02364569 3.432 81.644 J 
o • 02 'j J a 19 ti 3.006 90.650 J 
O.02J~9129 2.455 93.104 J 
0.019625J2 2.351 95.456 J 
O.011Q350J 2.041 97.497 J 
0.01119899 1.342 98.838 r 
0.00961920 1.153 99.991 J 
0.000J5734 0.007 99.998 J 
O.OOOJ131, 0.002 99.999 J 
0.00000394 0.000 100.000 J 
O.OOOJOJI5 "'0.000 100.000 I 

A la vista de estos resultados se puede afirmar: 

l. No existe ningún factor que explique un porcentaje alto de la inercia; el pri-
mero sólo explica un 17 % de la misma. 
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2. Para obtener una explicación de un 95 % de la inercia se necesitarán 15 facto
res, lo cual hace pensar en la imposibilidad de hacer una reducción efectiva de la di
mensionalidad del problema, aunque como resultado subsidiario, pero importante, 
podemos considerar cuantificado nuestro problema descrito en términos de variables 
cualitativas a un problema descrito en función de variables cuantitativas o numéricas 
que serían los factores. 

Todo lo anterior nos hace ir con las mayores reservas al aspecto descriptivo de las 
asociaciones entre las diferentes categorías, ya que la metodología que empleamos es 
la observación de los mapas o representaciones gráficas de las proyecciones de las 
categorías sobre parejas de factores con porcentajes de la inercia total altos. 

A partir de ahora vamos a fijarnos en las representaciones que se obtienen de con
siderar las parejas formadas por el 1. o Y 2. o factor, 1. o y 3. o factor y 2. o y 3. o factor 
que aparecen en las figuras 4, 5 y 6, respectivamente, conjuntamente con la informa
ción que aparece en la tabla 11 que corresponde a los valores de las coordenadas, 
contribuciones relativas y absolutas de las categorías de las distintas variables sobre es
tos tres primeros ejes. 

TABLA 11. (a) Coordenadas, (b) contribuciones relativas y (e) absolutas de las categorías en los 
tres primeros factores. 

(a) (h) (e) (a) (b) (e) (a) (b) (e) 

~------------.------- * ---* 
J#F COR GTR I 2#F COR CfR I 3#F COR CfR I 

...... -lt----- • --------------*------- -. 
118ARCI 586 622 1531 -60 1 21 3 O 01 
2jMAORI-261 605 691 27 6 11 3 O 01 
3120251 50 2 11 -613 355 1311 541 234 1241 
4126301 219 16 18' -239 91 281 -127 26 111 
~IJ135f -6 O 01 . 335 152 411 120 20 91 
613650 ',-221 11ft 241 297 193 51t1 -183 75 301 
71 +501 441 24 11 -342 15 61 -664 56 301 
8'ARGEt 327 233 511 173 65 19J 132 38 16' 
91CUSAI-617 762 1881 61 1 21 15 O 01 

10lCHIlI 293 101 251 -176 37 121 40 2 11 
111 URUG I 441 93 251 -110 6 21 -207 20 101 
1210TRO~ 197 3 1 -1660 21t0 102 -1922 322 197' 
13ITURI' 559 194 54 -337 11 26 15 " 2' 
14IPERH' -119 10 3 -581 244 86 185 24 12t 
15'RESI) 33 3 1 123 36 9 -23 1 11 
16' REFE I -970 466 144 -125 8 3 261 35 211 
17IACNU' -165 5 2 -612 70 28 -1474 408 234' 
18'NAClf 181 53 13 474 339 106 5 O 01 
191TRABI 215 319 41 265 484 82 -33 8 2· 
20 I DeSE t -620 311 91 -486 192 73 -213 61 331 
21lPENSI 314 5 1 -564 16 6 -2111 219 122' 
221 RETII 239 25 8 -993 424 171 122 223 130t 
231 ESTU I -924 266 80 211 14 5 303 29 16a 

--*- --.---- -* *- ~ 
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~------------------------------------------------r------RETI--------------

2025 

ESTU 

PERM ARGE REFE 
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TURI 

CUBA CHIL 
MADR NACI BARC 

RESI TRAB 

2630 

3650 

DESE 
URUG 

+50 

ACNU 

OTRO 

PENS 

FIGURA 4. Proyección de las categorías sobre los dos primeros ejes: l.er factor (eje horizon
tal) y 2 . .) factor (eje vertical). 
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FIGURA 5. Representación de las categorías en el plano definido por el 1. er factor (eje hori
zontal) y el 3.er factor (eje vertical). 
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ANAUSIS FAcrORlAl DE CORRESPONDENCIAS 
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FIGURA 6. Representación de las categorías en el plano definido por el 2.° factor (eje hori
zontal) y 3.er factor (eje vertical). 
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Antes de proceder a realizar cualquier interpretación, o establecer cualquier hipó
tesis, tendremos que tener presente que el poder explicativo de los 3 factores es de un 
39.28%, siendo el de cada uno de ellos un 17%,13.11% Y 9.10%, respectivamente. 
Con lo cual la deformación de las representaciones planas de consideramos son muy 
altas respecto de las representaciones de puntos en los espacios de partida. 

Fijaremos nuestra atención en la figura 4, correspondiente a la representación de 
las categorías a partir de sus valores en los dos primeros factores, así como en sus 
correspondientes valores numéricos que aparecen reflejados en la tabla 11. 

Algunas de las conclusiones a las que llegamos son: 

1. Dado que la distancia utilizada pondera inversamente la frecuencia absoluta, es 
conveniente eliminar aquellas categorías que tienen frecuencias bajas, pues su inercia 
se hace muy grande y provoca deformaciones en los gráficos al situar siempre las 
categorías en los extremos de las representaciones. 

En nuestro ejemplo será conveniente eliminar las categorías + 50, OTRO, ACNU 
y PENS pues sus frecuencias absolutas son de 10, 8, 16 Y 4, respectivamente (ver 
diagonal en la tabla 9). 

2. Si nos fijamos en el comportamiento de dos categorías como, por ejemplo, AR
GE y CUBA, que tienen el mismo peso (sus frecuencias son 136), vemos que CUBA 
está bastante bien representada en el 1. ~r factor: tiene una contribución relativa de 
762 sobre 1.000 lo que hace que su deformación sea pequeña. 

Las categorías que mejor definen a este eje vendrán dadas como resultado de ana
lizar la columna correspondiente a las contribuciones absolutas. Podemos establecer la 
siguiente oposición entre grupo de categorías con el fin de dar una posible interpreta
ción a este factor (véase figura 4 y tabla 11): 

BARC ARGE 
TORI 
TRAB 

MADR 
REFE 
DESE 
ESTO 

CUBA 

Podríamos decir que, por ejemplo, se establece una oposición entre MADRid y BAR
Celona TURI y REFE. 

Estando los cubanos situados en la parte izquierda, podríamos decir que los cuba
nos están descritos en términos de refugiados (REFE), siendo estudiantes (ESTO) o de
sempleados (DESE), habitando preferentemente en Madrid (MADR) y estando muy 
pocos de turismo (TURI). 

Esta primera aproximación a la definición de exiliado político cubano es explorato
ria y se trataría de dar una confirmación posterior a través de técnicas más específicas 
(por ejemplo, el ajuste de algún modelo). 

Si intentásemos hacer lo mismo con la categoría ARGE, tropezaríamos con las si
guientes dificultades: 

La calidad de representación que tiene este punto sobre el eje 1. o es de 233 (fren
te a 762 para CUBA), con lo cual nos hace ser más precavidos a la hora de intentar 
definirlo a partir de las categorías que definen el 1.~r eje. Tenemos que recurrir a más 
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de un eje (O a otro eje) para su definición; no siendo ni tan siquiera suficiente con los 
dos primeros ejes para obtener una buena representación, pues ésta sería solamente de 
298. 

No ocurre lo mismo con las categorías MADR y BARC de la 1. a variable, pues 
ambas tienen una alta calidad de representación sobre el primer eje (605 Y 622, res
pectivamente), teniendo que: 

BARC está atraída por 

MADR está atraída por 

ARGE 
TURI 
TRAB 

REFE 
DESE 
ESTU 
CUBA 

siendo ésta una hipótesis a comprobar en una etapa posterior del análisis y con méto
dos más apropiados. 

De esta forma vamos separando el comportamiento de las categorías que selec
cionemos, bien con un interés predefinido bien valiéndonos de sus posiciones en los 
gráficos. Una vez seleccionados los puntos o categorías consideraremos aquellos ejes 
que mejor les representan (aquellos donde los puntos tienen contribuciones relativas 
altas) y explicaremos las categorías en función de los puntos que mejor definen dichos 
ejes (aquellos que tienen contribuciones absolutas altas). 
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4. Escalas Multidimensionales * 

4.1. Introducción 

Nuestro propósito en este capítulo es triple: 

Por A. P. M . Coxon y C. L. Jones 
Traducción:]. L. Muñoz Yanguas 

1. Mostrar que una representación geométrica proporciona un marco de trabajo 
útil y natural para analizar los datos de las ciencias sociales en general, y los de las en
cuestas en particular. 

2. Proporcionar una visión panorámica de los modelos de escalonamiento multidi
mensional (a partir de aquí denominados EMD), destacando los modos en que se ha 
generalizado el enfoque original para enfrentarse con una amplia variedad de modelos 
y tipos de datos. 

- 3. Ilustrar sobre la aplicabilidad de tales modelos a problemas de análisis que los 
investigadores de encuestas afrontan rutinariamente, mediante el estudio de las res
puestas de una muestra grande y heterogénea a 21 ítems sacados de un cuestionario 
sobre actitudes hacia el trabajo, con ayuda del modelo INDSCAL de Carroll y Chango 

4.1.1. Los datos de encuesta 

Los métodos de escalonamiento se conciben a menudo como parte del arsenal de 
técnicas descriptivas del analista de encuestas. El escalonamiento multidimensional 
(EMD) puede contemplarse como una extensión de métodos ya familiares en la inves
tigación por encuesta, como el análisis del escalo grama de Guttman, el principo de 
desdoblamiento de Coombs (unfolding pn·nctple), y el análisis factorial. Los proble
mas fundamentales del escalonamiento se derivan de la constrUcción y comprobación 

• Nota de 10$ autore$: Este capítulo es la traducción de un trabajo de los liutores escrito en 1975 y 
publicado en 1977. Desde entonces ambos autores han trabajado en los métodos de las Escalas Multidimen
sionales con el doble objetivo de ilustrar la utilidad del enfoque en el análisis de los datos sociales. y de 
mostrar que las EMD no son sólo un método exploratorio sino que también puede ser confirmatorio. en el 
sentido de que puede contrastar hipótesis. Tanto el editor como los autores coinciden en que este artículo 
proporciona una introducción amplia y no técnica que resulta satisfactoria. Algunos trabajos más recientes 
de los autores pueden ser de interés Coxon. A. P. M. Y C. L. Jones. cMultidimensional scaling. en D. Mc
Kay. N. Schofidd y P. Whitley (Eds.). Dataana/ys;s anrJ the Social Sciences. Londres. France Pinter. pp. 
171-225. 1983. Coxon, A. P. M. Y C. L. Jones. The images 01 occupationa/ prestige, Londres, MacMillan. 
1978. Coxon. A. P. M .• The user's guide to multidimemional sca/ing. Londres. Heinemann. 1982. 
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de los modelos, aunque los que se tratan aquí son diferentes de los «modelos causales:. 
actualmente de moda en el análisis centrado en variables. Sin embargo tenemos que 
hacer una advertencia previa. Las propiedades muestrales de casi todos los modelos y 
procedimientos EMD son poco conocidas, aunque se han realizado avances sobre el 
problema (Barlow el al., 1972). Por lo tanto, los procedimientos EMD deben usarse 
con la precaución reservada para cualquier herramienta potente pero poco familiar. 

Después de llevar a cabo una encuesta sobre personas, viviendas, fumas comer
ciales, u otras unidades, el investigador a menudo deseará describir las características 
del individuo «típico:. o «medio:. (o vivienda, firma, etc.). También deseará dar a sus 
lectores alguna información sobre el margen de variación alrededor de esta «media:.. 
Mientras se ocupe de una sola variable, como el tamaño de la familia o el valor de los 
activos líquidos de una empresa, le será posible describir el margen y el tipo de va
riación por medio de los índices habituales de tendencia central y dispersión, junto con 
métodos gráficos para mostrar las formas de las distribuciones de frecuencias. Pero así 
las variables se presentan de una en una, de manera independiente, y, puesto que los 
científicos sociales se ocupan de relaciones estructuradas entre variables, no siempre 
encontrarán útil esta clase de procedimiento. A menudo el principal problema es ha
cer enunciados significativos sobre la forma en que los sujetos de una encuesta se pa
recen los unos a los otros (se agrupan) e inversamente sobre los modos en que di
fieren, y esto con respecto a conjuntos de variables y no a una variable cada vez. los 
economistas hacen referencia al problema como «la cuestión de la agregación:., y los 
psicólogos lo llaman «problema de las diferencias individuales:.. En los dos casos es lo 
mismo: si los sujetos difieren entre sí sistemáticamente en términos de procesos que 
subyacen en los datos, no será posible recuperar esta información después de haber si
do sumariamente agregados. En los estudios exploratorios y no experimentales, donde 
lo que importa es la forma general de los procesos subyacentes más que los detalles 
precisos, debemos prestar especialmente atención a la forma de presentarse las «dife
rencias individuales:. y a su alcance, ya que probablemente afecten a nuestras deduc
ciones. No todos los modelos de escalonamiento multidimensional se preocupan por 
presentar las diferencias individuales, pero creemos que aquellos que puedan hacerlo 
se utilizarán progresivamente por los investigadores de encuestas, ya que proporcionan 
un marco de trabajo sobre el problema de la agregación en función del cual las pautas 
existentes en los datos individuales (o de empresas, etc.) permanecen representadas en 
descripciones suscintas. Los enfoques en el escalonamiento de las diferencias individua
les deberían afinar estas descripciones, haciéndolas más sensibles y al mismo tiempo 
más precisas, distinguiendo los atributos que tengan en común todos los sujetos de la 
encuesta de aquellos en los que difieran de un modo estructurado, ya su vez también 
de la variación aleatoria. 

4.1.2. Escalas Multidimensionales 

Las Escalas Multidimensionales (EMD) tienen una historia más corta que el aná
lisis factorial, pero en su versión original eran igualmente restrictivas. Para el cEMD 
clásico:. (expuesto en detalle en Torgerson, 1958) los datos básicos normalmente 
consistían en juicios sobre la semejanza o diferencia entre todas y cada una de las pa-
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rejas posibles sacadas de un conjunto de estímulos, y se obtenían sobre la percepción 
de colores, donde las respuestas se obtenían por el llamado cmétodo completo de las 
tríadas». Se presentaban las 84 tríadas que se pueden formar con 9 estímulos a cada 
sujeto, y se le pedía que dijera cuál de los dos colores en cuestión era más parecido al 
tercero. Esto es una muesua de una de las principales desventajas del cEMD clásico»: 
la gran cantidad de datos que se recogen sistemáticamente de cada sujeto. En el estu
dio de Torgerson sobre la percepción de los colores se recogieron datos completos para 
38 sujetos, y se agregaron de forma que para cada color había una estimación 
empírica de la proporción de veces que era apreciado como más similar a un color t 

que a uno j. Asumiendo que sea útil Uatar de representar tales datos con un modelo 
de distancia, estas proporciones se interpretan como si estuvieran relacionadas con dis
tancias en un espacio de una, dos, ues o más dimensiones. La analogía más obvia 
aquí es la de un mapa de carreteras ordinario, donde Blackpool está en millas más 
cerca de Londres que de Edimburgo, lo cual se puede descubrir comparando la distan
cia enue Blackpool y Londres con la distancia enue Londres y Edimburgo, o sea, ob
servando una diferencia entre distancias. Así el cEMD clásico» estima las distancias ab
solutas enue todos los pares de estímulos de los datos originales por métodos de 
mínimos cuadrados que ahora no nos interesan. Volviendo a la analogía de los mapas 
de carreteras, el resultado era equivalente a esa útil tabla que muesua la distancia en 
millas enue cualesquiera dos ciudades. El cEMD clásico» procede desde aquí convir
tiendo la mauiz de distancias absolutas en una mauiz de productos escalares a los que 
se uata como covarianzas, sometiéndolos a un análisis factorial (con todos los proble
mas habituales sobre las dimensiones, etc.) para obtener las proyecciones de los estímu
los sobre tantos ejes ortogonales como el usuario desee. En la analogía del mapa de carre
teras, los datos sobre distancias entre parejaS de ciudades se convierten, sin pérdida de 
información, en una csolución» qué consiste en la posición de cada ciudad con respec
to a dos ejes de referencia. En el estudio de Torgerson, los nueve colores usados como 
estímulos eran todos del mismo tinte rojo, pero diferentes en términos de brillo y sa
turación. Los juicios de similaridad de los sujetos reflejaron este hecho, ya que fue po
sible rotar la solución de dos factores de forma que las proyecciones de los estímulos 
sobre los dos factores reflejasen los valores (conocidos de antemano) de los estímulos 
en brillo y saturación, respectivamente .. 

Debería quedar ya claro que los métodos del cEMD clásico» acababan sobradamen
te con la paciencia de los sujetos experimentales, y también que implicaban grandes 
cantidades de cálculo tedioso. Los desarrollos en este área habrían permanecido en el 
puro interés académico de no haber sido por dos hechos. Primero, que en los prime
ros años 60 se produjeron un cambio metodológico de enfoque y una ruptura técnica, 
que convirtieron a los procedimientos EMD en aptos para analizar grandes cantidades 
de datos de cualquier nivel de medida; y segundo, el modelo básico se amplió rápida
mente para tratar los tipos de datos comúnmente enconuados por los analistas de en
cuestas. El punto de vista metodológico, asociado en lo principal con Coombs, se de
sarrolla en detalle en Una teona de lo datos (A Theory 01 data, 1964) y su defensa de 
las aproximaciones no-méuicas a la medida puede resumirse como sigue: 

1. Los supuestos que se hacen sobre el nivel de medida de los datos y los que se 
contienen en los modelos de escalonamiento aplicados para analizarlos no son meras 
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ficciones cad hoc., sino que implican hipótesis sustantivas sobre el comportamiento 
humano. 

2. Al atribuir propiedades métricas a los datos de las ciencias sociales, es mejor 
errar del lado conservador, utilizando escalas de medidas más débiles para represen
tarlos. También es preferible un acercamiento cauteloso cuando se establezcan supues
tos sobre las distribuciones de la población en los datos multivariables. 

3 . Ya que la mayoría de los datos en ciencias sociales se extraen en situaciones no 
experimentales, y se refieren a menudo a poblaciones cdiversificadas_ o heterogéneas, 
es bueno ser especialmente sensibles a las diferencias individuales, ya que pueden ser 
cruciales en la interpretación de nuestros datos. 

La ruptura técnica se produjo cuando Shepard (1962, 1966) consiguió demostrar 
que cuando se imponen en número suficiente constricciones simplemente no
métricas, esto es, informaciones ordinales en los datos, se ponen límites verdadera
mente muy estrechos a las soluciones posibles. (cSolución. significa en este contexto 
las proyecciones de los puntos-estímulo sobre un conjunto de ejes de referencia: por 
ejemplo, las ordenadas y abscisas de los puntps). Los límites en la solución, impuestos 
por existir un número tan elevado de constrefíimientos ordinales, son tan estrictos que 
resulta posible identificar la solución métrica óptima (proyecciones de los puntos
estímulo sobre los ejes de referencia en un nivel de medida interval). 

4.2. Escalonamiento Multidimensional no métrico 

La mayor ventaja del EMD no métrico es que el mismo procedimiento básico se 
puede extender sin dificultad a muy distintos tipos de datos y a diferentes modelos 
(además del usual de distancias). Se puede calibrar la popularidad de esta extensión 
por el hecho de que pronto aparecieran aplicaciones en disciplinas tan diversas como 
la Electrónica (Kruskal, 1966) y la Historia (Hodson el (JI., 1971), aunque continúan 
prevalenciendo las aplicaciones en ciencias sociales. 

A diferencia de los modelos estadísticos multivariables convencionales, una ventaja 
más del EMD no métrico es que las soluciones son invariantes al orden (Sibson, 
1972). Es decir, que para todo conjunto de datos con la misma ordenación siempre se 
produce la misma solución, y los procesos no dependerán en absoluto de la medida de 
similaridad específicamente usada. Los datos podrán representarse con un modelo de 
distancia siempre que de alguna manera aporten información sobre la proximidad re
lativa entre puntos (que es precisamente la forma en que Coombs interpreta la 
mayoría de los tipos de datos). Ni siquiera se necesita que sean medidas complejas, 
como las covarianzas y las correlaciones del análisis factorial; son igualmente legítimas 
otras como los coeficientes de contingencia entre atributos, las co-ocurrencias de pa
labras en un texto, o las confusions entre sonidos en una audición. Las numerosas ma
neras de construir índices de semejanza entre individuos o entre variables han sido do
cumentadas por Cormack (1971: p. 324 y sigs.), Jardine y Sibson (1971: parte 1) y So
kal y Sneath (1963: cap. 6). Además se han desarrollado varios modelos EMD que 
conservan intactos los datos individuales, y esto representa un avance significativo 
sobre el análisis factorial. 
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Por ejemplo, si un individuo puntua u ordena un cierto número de estímulos en 
términos de preferencia (o analogía) sus datos se conservan juntos en el modelo MD
PREF de Carroll y Chang (1964) (véase más adelante un ejemplo). De igual modo, si 
un individuo emite juicios sobre la semajanza entre cada pareja de un conjunto de 
estímulos, en el modelo INDSCAL de Carroll y Chang (1970) sus datos se conservan 
juntos (véase también un ejemplo más adelante). (<<Conservarse juntos» quiere aquí de
cir que los modelos de escalas contienen parámetros para representar a cada individuo y 
a cada punto estímulo). 

¿Cómo funciona el EMD no-métrico? Shepard (1966) comienza a explicar los fun
damentos considerando el hecho de que la representación numérica de un conjunto 
de objetos está relativamente indeterminada si sólo se conoce la ordenación de los 
mismos. Esta indeterminación deriva de que la representación de los puntos en el 
espacio-solución puede fluctuar bastante (es decir, puede tomar valores numéricos en 
un rango amplio), sin dejar de satisfacer los constreñimientos puramente ordinales 
que los datos representan. (Aún no hemos decidido si estos valores van a resultar uni
dimensionales o no). Sin embargo, toda vez que la localización de los puntos en el es
pacio solución debe cumplir constricciones suplementarias que se refieren al orden de 
las distancias entre puntos, entonces el rango de posibles valores se reduce mucho. 

«Si se imponen constreñimientos no métricos en cantidad suficiente, estos comien
zan a actuar como si fuesen métricos ... Cuando se obliga a que los puntos satisfagan 
más y más desigualdades en las distancias. su colocación se restringe hasta el extremo 
de que cualquier modificación. por pequeña que sea, normalmente terminará violan
do una o más desigualdades.» (p. 288). 

La noción de que las relaciones de orden entre las distancias imponen severas cons
tricciones a la unicidad de la representación numérica es hoy día un lugar común, pe
ro para que esto se demostrara fehacientemente hubo que esperar al desarrollo de un 
algoritmo iterativo diseñado para producir una solución que cumpliese el conjunto de 
condiciones derivadas de los datos. • 

El fundamento teórico del algoritmo del EMD no-métrico lo proporcionó). B. 
Kruskal (1964) y ha constituido la base de casi todo el trabajo posterior en este área. 
El objetivo de cualquiera procedimiento no-métrico (al menos en los modelos de dis
tancia) es encontrar un conjunto de puntos en un espacio de dimensión mínima, tales 

'que los datos de disimilaridad sean una función monótona (ordenada) de las distan
cias en este espacio, es decir, que cuando la disimilaridad entre los estímulos i y j sea 
menor que la disimilaridad entre k y /, la distancia entre i y j será menor o igual que 
la distancia entre k .Y 1: es decir, 

cuando O;¡ < o~ entonces d. :S du 
'/ ICL 

(lo que se conoce como criterio de orden débil (weak monotonicity)), donde O,; y d,j 
son respectivamente la disimilaridad y la distancia entre el punto i y el punto j. Una 
configuración de puntos en un espacio r-dimensional que cumpla este criterio para un 
conjunto de datos recibe el nombre de solución r-dimensional. 

Una clara aplicación del EMD no métrico, en un contexto sociológico. ha sido pre
sentada por McDonald (1972), como parte de una investigación sobre las dimensiones 
subyacentes a la clasificación de las ocupaciones que hace el censo británico de 1951 
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en trece grupos socioeconómicos. Ya que estaba interesado en la movilidad ocupa
cional entre padres e hijos, McDonald basó su índice de disimilaridad (entre cada dos 
de los trece grupos socioeconómicos) en el cruce de los grupos socioeconómicos de los 
hijos con los de sus padres. Una tabla de esta clase había sido publicada por Benjamín 
(1958), y parte de ella se muestra en la tabla 1. La primera fila de la tabla contiene la 
proporción de hijos de trabajadores agrícolas que acabaron en los diferentes grupos so
cioeconómicos: el 3.4% de ellos terminaron como granjeros (grupo socioeconómico 1 
(a partir de aquí, GSE 1»; el 40.0% siguieron los pasos de sus padres; el 0.6% se 
convirtieron en altos administrativos (GSE 3); etc. Cada fila de la tabla contiene infor
mación sobre las proporciones de hijos que ingresan en cada GSE, siempre que sus 
padres estuvieran empleados en un grupo dado. 

TABLA 1. Porcentaje de hijos que ingresan en uece grupos ocupacionales, para ues grupos de 
sus padres. 

Grupo Grupo socioeconómico del hijo socioeconómico 
del padre Total 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 100% 

2. Trabajadores 
agrícolas 3.4 40.0 0.6 2.2 2.8 0.0 1.7 2.2 1.7 26.4 5.1 13.5 0.5 178 

5. Comerciantes 2.5 2.5 5.7 14.7 27.9 7.4 9.0 0.8 1.6 17.2 3.3 6.6 0.8 122 

10. Obreros 
especialistas 0.3 2.8 2.4 7.2 4.1 5.7 2.5 1.6 3.8 47.0 12.0 9.9 0.6 996 

La medida de disimilaridad entre grupos socioeconómicos tal como se usa para cla
sificar las ocupaciones de los padres es simple, e incluso tosca. Para cada par de fIlas 
de la tabla 1, se calculan los valores absolutos de las diferencias entre las respectivas 
casillas de la tabla. la suma de estos valores absolutos es un índice de disimilaridad 
entre cualesquiera pares de grupos socioeconómicos de padres, correspondientes a los 
pares de fIlas de la tabla 1. Por ejemplo, si tomamos la segunda y la tercera filas de 
esta tabla (GSE 5 y GSE 10), el índice de disimilaridad sería: 

12.5 - 0.31 + 12.8 - 2.51 + 15.7 - 2.41 + 114.7 - 7.21 + 

+ 127.9 - 4.11 + 17.4 - 5.71 + 19.0 - 2.51 + 10.8 - 1.61 + 

+ 11.6 - 3.81 + 117.2 - 47.01 + 13.3 - 12.01 + 16.6 - 9.91 + 

+ 10.6 - 0.81 = 90.2 

Claramente, si los destinos ocupacionales de los hijos respecto de los padres en el 
GSE 10 y en el GSE 5 hubieran sido los mismos (en un sentido probabilístico), las dos 
filas correspondientes de la tabla 1 hubieran tenido elementos idénticos, y el índice 
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de disimilaridad habría tomado su valor mínimo de cero. Si no hubiera habido nin
guna coincidencia parcial se habría obtenido una disimilaridad máxima entre los des
tinos ocupacionales del GSE 5 y el GSE 10. Cuando se divide por dos, este índice de 
disimilaridad se puede interpretar como el porcentaje de hijos procedente de una 
categoría de padres (o de la otra) que habrían tenido que cambiar de destino para que 
el índice alcanzara su valor mínimo (cero). Dividiendo por dos da 45.1 como índice 
entre el GSE 5 y el GSE 10; es decir, que el 45.1 % de los hijos de comerciantes 
habrían tenido que cambiar de destino laboral real hacia otros GSE, de forma que así 
los hijos de comerciantes se equiparan con los de obreros especialistas en términos del 
destino ocupacional de sus hijos. Este índice de disimilaridad tiene entonces una inter
pretación: es simétrico; no puede ser menor que cero; solamente vale cero cuando las 
dos filas son idénticas; y para tres filas cualesquiera se cumple la desigualdad triangu
lar. Por consiguiente, se comportaría como una distancia entre puntos en un espacio 
métrico. Una vez que todos los pares de disimilaridades hubieran sido ensamblados, 
podría usarse un procedimiento EMD métrico al modo clásico para obtener una solu
ción de los trece GSE de ocupaciones de los padres, en dos o quizás tres dimensiones .. 
Las diferencias entre las versiones métrica y no métrica del EMD son aproximadamente 
como sigue. En la primera (EMD métrico), las distancias entre pares de puntos en el es
pacio solución se relacionan linealmente con las disimilaridades entre los correspon
dientes puntos en los datos. En la segunda (no-métrica) las distancias entre los pares de 
puntos en el espacio-solución están relacionadas ordinalmente con las disimilaridades 
entre las correspondientes parejas de puntos en los datos. Como hemos dicho anterior
mente, los numerosos constreñimientos ordinales parecen dejar tan poca incertidumbre 
sobre las posiciones relativas de los puntos como los métricos. McDonald prefirió anali
zar la matriz de coeficientes de disimilaridad entre grupos socioeconómicos con un pro
cedimiento EMD no-métrico (aunque señala que el análisis con un EMD métrico ha
bría producido resultados muy similares). Las coordenadas de los trece grupos socioeco
nómicos se muestran en la tabla 2 (solución en "dos dimensiones rotadas en ejes princi
pales) y están representadas en la figura 1. Al igual que en el análisis factorial, los ejes 
de coordenadas (dimensiones) de cualquier solución se pueden rotar rígidamente sin 
pérdida de información, y tal transformación notacional puede ser de considerable ayu
da a la hora de interpretar el patrón general de los puntos en un espacio (como es nues
tro caso) bidimensional. 

Otro paralelismo entre el análisis factorial y el EMD se refiere al problema de «in
terpretar. sustantivamente las dimensiones en términos de las proyecciones de los 
puntos sobre ellas. McDonald trata de interpretar el primer eje principal (dibujado co
mo dimensión horizontal en la figura 1) como la base educativa que los padres de una 
determinada ocupación proporcionan a sus hijos, y parece claro que la segunda di
mensión (vertical en la figura 1) sirve principalmente para separar a los granjeros (GSE 
1) del resto de los grupos socioeconómicos. Cuanto más cercanos están dos GSE en el 
«mapa. de la figura 1, más parecidos son los destinos ocupacionales de los hijos de 
padres de esos grupos. A la luz de esta interpretación, el modelo de los GSE que se 
ofrece en la figura 1 cobra sentido, y es en efecto una representación de la distancia 
social entre grupos en el sentido de la movilidad padres-hijos. 
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TABLA 2. Coordenadas de trece grupos socioeconómicos (GSE) en una solución bidimensional 
(rotada en ejes principales). (Reproducido de K. 1. McDonald, The analysis 01 social mobility: 

Methods and Approaches, p. 210, Oxford, Ciaren don Press). 

Grupos socioeconómicos 

l. Granjeros 
2. Trabajadores agrícolas 
3. Altos administradores, etc. 
4. Otros administradores, etc. 
5. Tenderos 
6. Oficinistas 
7. Dependientes de comercio 
8. Servicio doméstico 
9. Capataces 

10. Obreros especialistas 
11. Obreros semi-cualificados 
12. O breros sin cualificación 
13. Fuerzas armadas 

Obreros 

semi- • 
especializados 

• Obreros especialistas 

• Capataces 

Obreros no 
especializados • 

• Trabajadores 
agrícolas 

• Fuerzas armadas 

Dependientes • 

.. Servicio 
doméstico 

• Granjeros 

-0.496 
-1.123 

1.708 
0.508 
0.766 
0.761 
0.297 

-0.120 
-0.115 
-0.352 
-0.592 
-0.691 
-0.461 

• Oficinistas 

• Otros 
administradores 

• Tenderos 

Dimensión 
2 

-1.944 
-0.453 

0.117 
0.235 

-0.516 
0.276 
0.220 

-0.270 
0.519 
0.550 
0.547 
0.283 
0.534 

• Altos 
administradores 

FIGURA l. Gráfico de la solución bidimensional para trece grupos socieconómicos tal como apa
rece en la Tabla 2 (Reproducido de K. 1. McDonald: The analysis 01 social mobzlity, p. 210. 

Clarendon Press, Oxford). 
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4.3. Ampliaciones del modelo multidimensional no-métrico de distancias 

El paradigma original del EMD no-métrico se aplicaba al análisis de: 

l. matrices cuadradas. 
2. Y simétricas de coeficientes de semejanza, 
3. por medio de un modelo euclídeo 
4. de distancias 
5. que requiere una transformación monótona de los datos. 
(Por comparación, el análisis en componentes principales puede considerarse como 

análisis de una matriz cuadrada y simétrica, por medio de un modelo vectorial que re
quiere una transformación lineal de los datos). Históricamente hablando, ha habido 
además otra restricción imponante: 

6. E/análisis tradicionalmente se limitaba a matnces de datos de doble entrada. 

Todas y cada una de estas restr1ccIOnes han sido suprimidas, permitiendo la 
ampliación del EMD a una extensa variedad de modelos y tipos de datos, que abarcan 
muchas situaciones que se presentan en la investigación por encuestas. Examinemos 
ahora estas generalizaciones del paradigma: 

(1) Y (2): Quizá la generalización más útil provino de la extensión de las matrices 
cuadradas y simétricas a datos de similaridad condicionada, en los que las constric
ciones ordinales se satisfacen condicionalmente, esto es, sólo entre las filas o sólo entre 
las columnas. Los datos relativos a dos conjuntos distintos de objetos (p. ej., indivi
duos e ítems de un cuestionario) pueden ser así analizados en el marco del EMD, al 
igual que se puede hacer con matrices de datos cuadradas y asimétricas. Es muy co
mún que los investigadores recojan datos del primer tipo. Por ejemplo, se puede pe
dir a los sujetos que valoren u ordenen ocupaciones según su utilidad social, detergen
tes según su poder limpiador, aspiraciones de status en términos de convivencia, etc. 
Un ejemplo del segundo tipo (matrices cuadradas asimétricas) podría ser el de los es
tudios de sociometría, donde cada miembro del grupo juzga a todos los otros en fun
ción de un criterio como puede ser la amistad. 

Un modelo comúnmente usado para escalonar tales datos es el modelo de des
doblamiento (unfolding) de Coombs, que localiza en un espacio común tanto al con
junto de datos que representan a los estímulos (los objetos elegidos o preferidos) co
mo al conjunto de puntos que representan los sujetos (donde cada punto representa la 
localización preferida por un sujeto o su .ideal:.). Para ello sigue la regla de que el orden 
de las preferencias de un individuo se corresponde con el auténtico orden de las dis
tancias entre su punto ideal (fijado) y el conjunto de estímulos. Se pueden encontrar 
varios de estos programas de «desdoblamiento multidimensional». Una aplicación in
teresante del modelo de desdoblamiento ha sido documentada por Levine (1972), en 
un estudio sobre conexiones entre los miembros de los consejos de administración de 
14 bancos y los de 96 corporaciones industriales. Estableciendo una analogía con el 
modelo corriente que estudia los juicios de preferencia de unos individuos acerca de 
un conjunto de estímulos, Levine decidió considerar a los bancos como «individuos», 
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mientras que las corporaciones industriales serían los «estímulos:.. Un banco se consi
deraba el más próximo a una corporación cuando tenían el máximo número de direc
tivos comunes, y se consideraba lejano respecto de ella cuando compartían un número 
de directores pequeño. Los datos consistían en 14 clasificaciones, todas hechas con las 
mismas 96 corporaciones industriales. En cada una de las clasificaciones había un gran 
número de empates (esto ocurría cuando un banco manifestaba tener el mismo núme
ro de directores comunes con la cmporación A que con la B). La solución proporcionó 
un esclarecedor mapa de ambos, bancos y corporaciones industriales, representados 
como puntos en un espacio tridimensional común a los dos grupos. 

r 

(3) Hasta la fecha, la mayoría de los estudios del EMD han usado el modelo de dis-
tancia euclídea, ya sea por conveniencia, porque se creyera en su robustez (robustness), 
o debido a sus implicaciones sustantivas (Shepard, 1964; Sherman, 1972). Sin embar
go, se han incorporado otros tipos de distancia al paradigma del EMD (Carroll y 
Wish, 1975) aplicándolos en las ciencias sociales (Arnold, 1971). 
(4) El modelo de distancia se ha ampliado a otros modelos. Lingoes (1972) y otros han 
desarrollado analogías no métricas del análisis factorial y de la regresión múltiple, bus
cando una solución que sea acorde con los supuestos del modelo lineal. Una vez más, 
el objetivo es proporcionar la mejor solución a la transformación monótona de la 
matriz simétrica de los datos de (di-)similitudes. Un ejemplo de modelo vectorial del 
EMD para el análisis de preferencias individuales (análogo al análisis de desdobla
miento) es el modelo MDPREF de Carroll y Chang (1964) (véase también en Kruskal 
y Shepard, 1974), en el cual los estímulos se representan como puntos en un espacio 
multidimensional, mientras que cada conjunto de preferencias del sujeto se representa 
en el espacio de los estímulos como un vector () línea dirigida hacia su región de máxi
ma preferencia. El orden de las proyecciones de los puntos-estímulo sobre este vector 
representa el orden de las preferencias del sujeto. Tanto si se pane de un conjunto de 
valores escalonados obtenidos de matrices de comparaciones por parejas, como si se 
hace de ordenaciones (y de la dimensión del espacio especificada previamente por el 
usuario), el modelo utiliza el teorema de Eckart-Young (1936) para dar lugar a una 
solución donde el orden de las preferencias de los sujetos se corresponde de forma óp
tima con el orden de las proyecciones de los estímulos sobre el vector que representa 
al sujeto. 

En un estudio sobre aspectos subjetivos de la estratificación social hemos pedido a 
una serie de sujetos que valoraran un conjunto de ocupaciones en términos de lo que 
ellos consideraran que era su grado de utilidad social. El modelo MDPREF presentado 
aquí proporciona un esquema de análisis aplicable a datos como los que se recogen 
con regularidad en encuestas. La solución bidimensional del MDPREF ilustra sobre la 
aplicabilidad del modelo, y se presenta en la figura 2. 

Para conseguir que los puntos-estímulo se distinguiesen nítidamente, cada sujeto 
se representa sólo por la punta de flecha de su vector, cuyo origen es el centro de co
ordenadas del espacio). 

No sería apropiado aquí un análisis detallado, pero sí son oponunos algunos co
mentarios. La configuración de los estímulos se interpreta con facilidad. Se estará de 
acuerdo en que la mayoría de las preferencias se orientan en la dirección del eje hori
zontal de la figura, y en que el abanico de preferencias abarca sujetos con ordena-
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ciones casi diametralmente opuestas. Es imponante tener presente que este modelo 
proporciona una representación gráfica de las diferencias individuales en los ordena
mientos de las preferencias fácilmente comprensible. 
(5) Los primeros modelos EMD estaban diseñados para conservar en los datos infor
mación métrica, suponiendo que las disimilaridades empíricas eran una función /ineal 
de las distancias del modelo. Las versiones no métricas del EMD sólo buscan conservar 
información ordinal, y de aquí que se permita usar la más amplia gama de funciones 
monótonas. En los procedimientos EMD se distingue entre los dos tipos de función 
según el método de regresión que se emplea para obtener una solución (en el caso 
métrico se utiliza la regresión lineal sobre los datos de distancias, mientras que en el 
no métrico se usa la regresión monótona (Kruskal, 1964: Barlow el a/., 1974». 

DIM2 

+1 

1/ 

~ 

Viajante 
de comercio x 

Alto 
funcionario x 

Perito 
x mercantil 
x Actuario 

Procura or x 
x Ministro 

presbiteriano 

~ 
~ 
~ 
---"" ------Mozo de --

estación x --~.--------~ ~~---------------------~--------------------------------------------~ - 1 Enfermero psiquiátrico 

Camarero x 

Albañil x 
Camionero x 

Fresador 
x 
~ Profesor 

" x de instituto 
x x x Policía 

¿Conductor de ambulancia 
x Carpintero 

--------------
DlN 

+1 

FIGURA 2. Ordenaciones de la utilidad social de 16 ocupaciones. Espacio conjunto (solución 
MDPREF bidimensional). 
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(6) Ampliación del enfoque del EMD a matrices de más de dos entradas. 

Volvamos ahora a la discusión sobre la manera en que el enfoque del EMD se ha 
ampliado a matrices de más de dos entradas (en realidad se entiende por matrices de 
más de dos entradas el tratamiento simultáneo de una serie de matrices de doble 
entrada (filas y columnas». Estos datos aparecen, por ejemplo, en los estudios sobre el 
diferencial semántico, donde la matriz básica de datos tiene tres entradas: individuos, 
conceptos y escalas. 

En el modelo de distancia no métrico usual los datos (disimilaridades) se con
templan como una función monótona de las distancias (euclídeas) entre los puntos 
que representan los estímulos: 

[1 ] 

donde Ojk es la disimilaridad entre los puntos j y k; d¡k es la correspondiente distancia 
representada en un espacio euclídeo r-dimensional, cuyos ejes de coordenadas definen 
un espacio x; y M es la función monótona que relaciona las disimilaridades con las 
distancias. 

En el contexto de las encuestas sociales, a menudo nos encontramos con muestras 
que incluyen subgrupos de características completamente dispares, no sólo en sus me
dias y varianzas, sino también en sus pautas de covariación. Si los sub grupos son sufi
cientemente parecidos es razonable agregar todos los datos y analizarlos según el mo
delo de distancias. Pero si los subgrupos son completamente diferentes y simplemente 
agregamos sus matrices de disimilaridad, entonces este procedimiento probablemente 
borrará las diferencias sistemáticas entre los subgrupos. Una alternativa podría ser es
calonar los datos de cada subgrupo separadamente, pero quedaría sin respuesta la pre
gunta de cómo puedan compararse unos con otros o referirse a algún grupo común de 
coordenadas. 

En el ámbito de la psicología, este problema aparece bajo el epígrafe de «diferen
cias individuales_ de la estructura cognitiva, y gran parte del pensamiento metodoló
gico en este área ha sido estimulado por este problema. Como vía de aproximación al 
tema de la agregación, Horan (1969) inventó un «espacio de atributos normales_, o 
«espacio de los estímulos del grupo-, definido por todos los atributos o dimens~ones 
que un conjunto de individuos emplea en la percepción, y que les diferencian entre 
sí. Cualquier espacio cognitivo «privado_ de un individuo (o de un subgrupo) puede 
ser concebido como un subespacio de este «espacio de atributos del grupo:., y aquellas 
dimensiones que un sujeto no utilice podrían entenderse como ponderadas en su caso 
por un coeficiente igual a cero. Una extensión sencilla de esto es pensar en los sujetos 
o subgrupos como si estuvieran dotados de una «imponancia:., «prominencia_ o «peso_ 
diferenciales con respecto a cada dimensión en el espacio. Dicho de forma diferente, 
los datos de cada sujeto se pueden ver como el resultado de la aplicación de la «métri
ca subjetiva- de cada cual (dilatación o encogimiento sistemáticos) a las dimensiones 
del «espacio del grupo-o 

En tal modelo, cada individuo se representa en un «espacio del sujeto_ (que tiene 
las mismas dimensiones que el «espacio del grupo-) como un punto localizado por los 
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componentes en cada dimensión. Entonces, aplicando el conjunto de pesos del indivi
duo al «espacio del grupo:. (esto es, reconstruyendo el espacio a escala según la propia 
métrica subjetiva del entrevistado) se obtiene el «espacio privado:. propio del indivi
duo. Este modelo de escalonamiento de las diferencias individuales fue desarrollado 
por Carroll y Chang (1970) (Individual Differences Scaling - INDSCAL, a partir de 
aquí). 

La principal diferencia entre el modelo INDSCAL y el modelo simple de distancias 
consiste en que el juicio de disimilaridad del sujeto se repr06enta como una distancia 
ponderada en el «espacio del grupo:., y en este sentido el modelo INDSCAL es una 
generalización sencilla del de distancias. La disimilaridad entre los estímulos j y k para 
un individuo i aún se supone función (lineal o monótona, dependiendo del modelo 
elegido por el investigador) de las distancias en su propio «espacio privado:., que po
demos definir por la matriz Y: 

F(djl [2] 

en donde: 

{ }

1/2 
~~ = II~J (jjJ - y~)2 [3] 

pero estas distancias «privadas:. pueden entenderse como equivalentes a unas distan
cias modificadas, en un espacio común (del grupo), X: 

las coordenadas del grupo (xja) y las «privadas:. (Yja) se relacionan por estas 
ecuacIOnes: 

[4] 

[5] 

la ecuación [2] establece que para el sujeto i-ésimo las disimilaridades entre pares 
de estímulos son función (lineal o puramente monótona) de las distancias <d¡k) entre 
los correspondientes pares de estímulos en el espacio solución del sujeto, Y. los pun
tos de los estímulos están localizados según sus proyecciones sobre un conjunto de ejes 
Y1' Y2' Y3' etc., Y como muestra la ecuación [3], el modelo asume que las distancias 
entre los puntos de los estímulos, en lo que concierne al sujeto i-ésimo, se obtienen 
aplicando la función de la distancia euclídea a las proyecciones de los correspondientes 
pares de estímulos sobre los ejes de referencia. El modelo INDSCAl fue diseñado ori
ginalmente para representar las matrices de coeficientes de disimilaridad de una serie 
de individuos que juzgan un mismo conjunto de estímulos. la ecuación [4] muestra 
cómo se relacionan los ejes de coordenadas de los espacios «privados:., y, con todos los 
del «espacio del grupo:., X. 

los pesos individuales, w"" pueden ser interpretados psicológicamente como las 
cimportancias:. o «prominencias:. de la dimensión a para el individuo i. Con mayor ge
neralidad, la incorporación de estos pesos al modelo permite que cada una de las 
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matrices individuales de distancias entre puntos tenga en una dimensión dada distan
cias sistemáticamente mayores o menores, comparadas con las del resto de las matri
ces. la ecuación [5] resume las anteriores, y muestra que el juicio de disimilaridad 
entre el estímulo j y el k para el invidiuo ;-ésimo es una función (F) de la distancia 
euclídea individualmente ponderada según sus proyecciones sobre los ejes Xl' X2 , X3, 

etc., en el espacio común del grupo X. 

4.4. Modos de aplicación del modelo INDSCAL 

la aplicación más directa de INDSCAL es el análisis de los juicios de similaridad 
por parejas emitidos por un conjunto de sujetos. Tales datos no se recogen normal
mente en las encuestas sociales convencionales, aunque hay pocas razones para que es-· 
to no se haga (véase Wish el al., 1970, Y Coxon Y Jones .. 1974, para encontrar 
ejemplos). Sin embargo, es posible concebir que los datos de similaridad vengan de 
fuentes que no sean individuos; para cubrir esta ampliación del concepto se utiliza a 
menudo el término de «pseudo-sujeto». En el ejemplo que damos más adelante, los 
grupos de individuos sirven de «pseudo-sujetos» y las distancias se derivan de coefi
cientes de correlación. 

Los analistas de encuestas a menudo hacen exámenes preliminares de sus datos ins
peccionando las matrices de coeficientes de asociación, simétricas y cuadradas, entre 
todos los pares de variables que consideren relevantes. Con ayuda de esta inspección, 
toman decisiones sobre qué variables combinarán en índices compuestos de una u otra 
clase. Es muy común que los analistas empleen alguna técnica como el método de las 
componentes principales, el análiis factorial, o el análisis de conglomerados (clusters), 
para facilitar esta inspección. El EMD no métrico puede contemplarse como una 
herramienta más de este juego de reducción de los datos, y tiene la ventaja de que só
lo se necesita asumir que el nivel de medida de la asociación entre las variables es or
dinal. Por ejemplo, Napior (1972) ha explicado un análisis de una matriz de coefi
cientes gamma de Goodman-Kruskal entre dieciséis variables usando tres modelos no
métricos: un algoritmo.de agrupamiento jerárquico, el MDSCAL de Kruskal y el aná
lisis factorial no métrico de Guttman-Lingoes. Estos análisis se resolvieron en la identi
ficación de varios conjuntos de ítems unidimensionales que entonces se escalonaron 
independientemente utilizando un procedimiento simple de escalas de Guttman. 
McRae (1970) ha trabajado de una manera parecida con datos de elecciones legislati
vas. Calculó la Q de Yule como índice de similaridad entre cada par de listas por las 
que los representantes podían votar a favor o en contra, y obtuvo una representación 
en dos dimensiones de la matriz de similaridades resultante utilizando el EMD no 
métrico 

Pero cualquiera que sea la técnica que se emplee en ayuda del ojo clínico del in
vestigador, mientras que éste siga examinando sus datos en forma agregada corre el 
riesgo de reunir subgrupos de casos con diferentes pautas de relación entre las va
riables. Los psicólogos han expresado esto sugiriendo que diferentes grupos de perso
nas pueden mostrar diferentes estructuras factoriales sobre la misma batería de tests. 
El siguiente ejemplo muestra cómo el modelo INDSCAL de Carrol y Chang propor
ciona al investigador de encuestas algunas palancas para afrontar el problema, y ade-
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más le ofrece una representación visual simplificada de una masa de datos numéricos 
complejos. 

Los datos para este ejemplo consistían en respuestas a un cono inventario de 21 
ítems relativos a los valores que la gente espera satisfacer en el trabajo. Los sujetos que 
rellenaron el inventario fueron una muestra representativa de alumnos escoceses que 
dejaron la escuela en 1970 (para los detalles del muestreo, véase Jones y McPherson, 
1972). 

Se pensó a pnori que las diferencias de comportamiento estadístico de las relacio
nes entre los ítems referidos a valores ocupacionales bien podían estar ligadas con las 
diferencias entre los perfiles medios de tales valores entre grupos diversos. Por consi
guiente se definieron seis subgrupos del total de la muestra como probablemente por
tadores de perfiles de valores marcadamente distintos. Estos grupos eran los siguien
tes: 

1. Hombres que ingresaron en cursos universitario de ingeniería o escuelas técni
cas (n = 93). 

2. Hombres que ingresaron en cursos de ciencias (n = 165). 
3. Hombres que accedieron a un empleo a tiempo completo, sin seguir simultá

neamente cursos de educación o adiestramiento a tiempo parcial (n = 175). 
4. Mujeres que ingresaron en cursos de lengua o literatura en la Universidad 

(n = 115). 
5. Mujeres que ingresaron en el curso de magisterio (n = 224). 
6. Mujeres que accedieron a un empleo a tiempo completo, sin tomar clases a 

tiempo parcial (n = 195). 

Los grupos de cursos universit~ios se definieron de acuerdo con las normas del Conse
jo Central de Admisiones a la Universidad. Se calcularon las correlaciones producto
momento entre cada dos de los 21 ítems de valoración, para cada uno de los seis 
subgrupos. 

las seis matrices de correlaciones se podrían interpretar quiz'á como matrices de co
eficientes de similaridad entre valores. Cuanto más grande sea la correlación entre dos 
variables, mayor será la similaridad entre ellas, y estarán más próximas en un espacio 
en el que las variables estén representadas como puntos. Sin embargo, una vez que 
hemos «producido. información al suponer que las relaciones eran lineales, lo cual es 
necesario para calcular los coeficientes de correlación, ya no tiene sentido pretender 
que no la tenemos. Es fácil mostrar que las distancias están relacionadas con las cova
rianzas y las correlaciones de Pearson (productos escalares) (véase Torgerson, 1958, o 
van de Geer, 1971) y pueden transformarse fácilmente. Para las covarianzas: 

" = (S2 + S2 - 2S,Jir)1I2 lj , / flj 

donde s/ es la varianza de la variable i y rlj es la correlación producto-momento entre 
las variables i y j. 

En el caso de que las variables estén normalizadas (standard), la ecuación se redu
ce a: 
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TABLA 3. Items de autovaloración que tienen que ver con cvalores ocupacionales. y que se pre
sentaron a una muestra representativa de personas que terminaban la escuela en Escocia. 

l. 

2. 

3. 

4. 

5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. (A) 

11. (B) 
12. (C) 
13. (D) 
14. (E) 
15. (F) 
16. (G) 
17. (H) 
18. (1) 
19. O) 

20. (K) 
21. (1) 

He pensado mucho en el nivel de ingresos que espero obtener antes de los treinta 
años (INGRESO). (Escala de nueve puntos, desde cÍUertemente de acuerdo. a «fuer
temente en desacuerdo.). 
(Mi trabajo ideal deberla darme ... ) oponunidad de trabajar más con gente que con 
cosas (GENTE). (Escala de nueve puntos, desde «absolutamente esencial. hasta «no 
deseado en absoluto:.) . 
... oponunidad de tener una elevada posición cuando tenga treinta años 
(POSICION) . 
... oponunidad de seguir intensamente mis intereses académicos e intelectuales (ACA
DEMIA) . 
... permitirme mirar hacia delante y ver un futuro estable y seguro (SEGURIDAD). 
. .. oponunidad para ayudar a los jóvenes (AYUDAR). 
. .. quedar libre de la supervisión de otras personas (liBERTAD). 
. .. pedirme una actividad original y creativa (CREACION). 
. .. proporcionarme aventura y excitación (EXCITACION). 
. .. absorber mis energías e intereses tanto dentro como fuera del trabajo 
(ABSORBER) . 
... darme una oponunidad de ejercer un liderazgo moral (liDERAZGO). 
. . .incluir viajes al Reino Unido y al extranjero (VIAJES). 
. .. operar intensamente con teorías e ideas (IDEAS). 
. .. darme la ocasión de trabajar con niños (NIÑOS). 
... darme poder para tomar decisiones importantes (PODER). 
. .. tener una actividad laboral bien delimitada (DEFINICION). 
. .. posibilitarme ascender en la vida (ASCENDER). 
. .. permitirme estar junto a mis padres y mi familia (PADRES). 
... no comprometerme con un determinado tipo de trabajo durante mucho tiempo 
(NO COMPROMISO) . 
... permitirme ser autónomo o mi propio jefe (AUTONOMIA). 
¿Qué importancia crees que tiene el que un trabajo proporcione la oponunidad de 
ganar mucho dinero? (DINERO). (Escala de nueve puntos desde «extremadamente 
importante. a «en absoluto importante:.). 

y las distancias entre ítems pueden estimarse a partir de las correlaciones entre los mis
mos, tanto si tenemos en cuenta las desviaciones típicas de los ítems en cuestión como 
si no las tenemos. Claramente, el investigador debe tomar su propia decisión sobre qué 
método utilizará en un caso como éste. Dado que no es práctica normal estandarizar las 
variables dentro de cada subgrupo antes de formar las escalas o analizar los datos, no
sotros aconsejamos estimar las distancias utilizando las covarianzas (y las desviaciones 
típicas), siendo este el análisis al que nos referimos aquí. Las seis matrices de distan
cias entre ítems fueron ajustadas al modelo INDSCAl que hemos descrito anterior
mente. Se empleó la versión métrica del INDSCAL, ya que deseábamos que las dis
tancias en el espacio solución fuesen una función lineal de (las «distancias_ en) los da
tos. 
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El escalonamiento se hizo en tres y en dos dimensiones, y las coordenadas de los 
valores en las configuraciones de los espacios de los grupos se muestran en la tabla 4. 
Se debería tener presente que las dimensiones (correlacionadas) del espacio del grupo 
de una solución INDSCAl están «fijas., en el sentido de que cualquier rotación 
destruiría las propiedades estadísticas (mínimos cuadrados) de la solución. Por lo tanto 
tiene pleno sentido tratar de interpretar estos ejes, que pueden recibir un nombre en 
función de los ítems que tengan proyecciones máximas sobre ellos. 

TABLA 4. Coordenadas tridimensionales y bidimensionales de la solución INDSCAL (solución 
sucesiva, IOY = 1), de las matrices de correlaciones producto-momento entre 21 ítems de un 

cuestionario (interpretadas como índices de similaridad entre ítems). 

Coordenadas INDSCAL (IOY = 1) 

Solución 3-D Solución 2-D 
Cuestionario abreviado II 111 1 II 

1. INGRESO 0.283 0.054 -0.062 0.283 -0.053 
2. GENTE -0.081 -0.283 0.202 -0.081 0.283 
3. POSICION 0.189 0.176 -0.132 0.189 -0.176 
4. ACADEMIA -0.054 -0.022 -0.330 -0.054 0.022 
5. SEGURIDAD 0.375 -0.128 -0.038 0.375 0.128 
6. AYUDAR -0.093 -0.369 0.176 -0.093 0.369 
7. liBERTAD -0.125 0.096 0.015 -0.125 -0.091 
8. CREACION -0.288 0.027 -0.240 -0.288 -0.027 
9. EXCITACION -0.268 0.229 0.075 -0.268 -0.229 

10. (A) ABSORBER -0.276 -0.134 -0.187 -0.276 0.134 
11. (B) liDERAZGO -0.077 -0.210 -0.214 -0.077 0.210 
12. (C) VIAJES -0.168 0.338 0.019 -0.167 -0.338 
13. (D) IDEAS -0.149 -0.069 -0.318 -0.149 0.069 
14. (E) NIÑos -0.158 -0.376 0.397 -0.158 0.376 
15. (F) PODER 0.039 0.078 -0.244 0.039 -0.078 
16. (G) DEFINICION 0.342 -0.218 0.078 0.342 0.219 
17. (H) ASCENDER 0.264 0.222 -0.142 0.264 -0.222 
18. (1) PADRES 0.229 -0.179 0.253 0.229 0.179 
19. O) NO COMPROMISO -0.077 0.303 0.435 -0.077 -0.303 
20. (K) AUTONOMIA -0.225 0.306 0.230 -0.224 -0.306 
21. (l) DINERO 0.319 0.166 0.078 0.319 -0.166 

Tomando sólo la solución bidimensional (ya que el ajuste para este modelo es tan 
solo un poco peor que para el tridimensional) la primera dimensión separa por un la
do los ítems relacionados con el bienestar económico y las recompensas externas de un 
trabajo, y por otro aquéllos que implican satisfacciones intrínsecas al mismo (INGRE
SO, DINERO, DEFINICION, SEGURIDAD, ASCENSO, frente a CREACION, AB
SORBER); la segunda dimensión, que podría denominarse «localismo versus valores 
cosmopolitas., distingue los ítems que incluyen una cierta orientación de cuidado o 
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alimentación de los niños, de aquellos que pueden describir los empleos que dan gran 
libenad de movimientos (AYUDAR, NIÑOS, DEFINICION, PADRE, LIDERAZGO, 
versus EXCITACION, VIAJES, NO COMPROMISO, AUTONOMIA). 

recompensas 
intrínsecas 

-1 

DIM2 
+1 

localismo 

NIÑos x x AYUDAR 

GENTE x 

UDERAZGO x PADRES x x DEFINICION 
x ABSORBER x SEGURIDAD 

IDEAS x 
ACADEMIA x • 

CREACION x 
UBERTAD x 

x INGRESO 
x PODER 

POSICION x x DINERO 
I x ASCENDER 

x NO COMPROMISO 
EXCITACION x 

AUTONOMIA x x VIAJES 

cosmopolitismo 

-1 

FIGURA 3. Espacio INDSCAL del grupo. 

recompensas 
externas 

La configuración" de los ítems de valores se representa en la solución INDSCAL en 
dos dimensiones (figura 3). A simple vista se pueden identificar fácilmente grupos de 
ítems similares, como por ejemplo (a) NIÑos, GENTE, AYUDA, ABSORBER; (b) 
POSIOON, DINERO, PODER, INGRESO, ASCENDER; (e) EXCITACION, AUTO
NOMIA, VIAJES, NO COMPROMISO. 

En un estudio tradicional el análisis descriptivo y exploratorio podría terminar 
aquí, pero el modelo INDSCAL nos permite ir más lejos. Específicamente, el investi
gador puede preguntarse si la configuración global representa adecuadamente las 
pautas de relación entre los valores ocupacionales para los diferentes subgrupos. Como 
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ya hemos explicado, el modelo permite representar a los «sujetos. individuales o gru
pos como una transformación de la configuración conjunta. Esta transformación se lle
va a cabo permitiendo que cada «individuo. modifique uniformemente (<<estire. o 
«encoja.) la escala de cada una de las dimensiones de la configuración global de los 
estímulos, multiplicándolas por un peso. Los pesos correspondientes a cada uno de los 
subgrupos, constituidos en «pseudo-sujetos., se muestran en la tabla 5, y los pesos se 
representan en un espacio «de los sujetos. bidimensional (figura 4). Las diferencias 
son interesantes. La estructura de valores ocupacionales de los hombres indica que los 
ítems se organizan predominantemente con respecto a un factor de «recompensas 
intrínsecas versus externas., más que en función del de «localismo-cosmopolitismo •. 
En términos de «distancias privadas. entre ítems, los grupos masculinos dan menos 
importancia a la segunda dimensión que a la primera. Por contra, los subgrupos fe
meninos organizan los ítems principalmente a través del factor «localismo versus cos
mopolitismo., aunque debe tenerse en cuenta que lo que aquí hemos llamado «localis
mo. está ligado con los valores ocupacionales unidos al papel sexual; por ejemplo ayu
dar a los niños pequeños. 

En el caso de los grupos de mujeres, se atribuye menos importancia a la primera 
dimensión que a la segunda. También parece que, dentro de cada sexo, los subgrupos 
cuyos miembros comenzaron a trabajar en lugar de acceder a la enseñanza superior 

TABLA 5. Pesos INDSCAL que expresan las correspondientes transformaciones de la configura
ción conjunta (véase la tabla precedente) para los seis grupos. 

Solución 3-D Solución 2-D 
Grupo II III 1 II 

1. Estudiantes de ingeniería mascu-
linos 0.658 0.284 0.418 0.658 0.284 

2. Estudiantes de ciencias masculi-
nos 0.588 0.437 0.359 0.588 0.437 

3. Empleados masculinos 0.805 0.272 0.220 0.805 0.272 
4. Estudiantes femeninas de lengua 0.452 0.683 0.230 0.452 0.683 
5. Estudiantes femeninas de profe-

sorado 0.336 0.806 0.156 0.335 0.806 
6. Empleadas femeninas 0.739 0.394 0.183 0.739 0.394 

Sumas de cuadrados ................... 2.289 1.616 0.463 2.289 1.616 

Indicador de la bondad del ajuste Solución 3-D Solución 2-D 

Porcentaje de varianza explicada 
por la solución INDSCAL 72.8% 65.1% 

Nottl: Se utilizó la solución secuencial. y por lo tanto los ejes son ortogonales. (De hecho. en ambas so
luciones 1 y II presentan una correlación de 0.049; la correlación entre 1 y III es 0.01~. y entre II y III es 
0.084). 
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DIM2 

+1 

(:'~~;;ttas- . . , 
'- . 

. '-. x Estudiant~ de lengua 
'- '-

..... , MUJERES 
. r· -,:, "', Estudiantes . \. . \ 

de ciencias x , . ; 
, . '\ x Empleadas 

Estudiantes de \ .... -
ingeniería x . '- . - ~ Empleados 

. \ HOMBRES 
\. 

""- . .,,--

~ ____________________________ -+_. ____________________________ ~ DIMl 

+1 -1 

FIGURA 4. Espacio INDSCAL de los sujetos. 

tienden a organizar sus valores dando prioridad a la dimensión 1 (recompensas exter
nas-cosmopolitismo). Por supuesto, se puede usar la figura 4 para comparar los 
subgrupos en términos de sus pautas relativas de ponderación. Teniendo esto en cuen
ta es evidente que las mujeres que se pusieron a trabajar tienen unos pesos INDSCAL 
más parecidos a los de los grupos masculinos que aquellas mujeres que continuaron 
hacia la educación superior. 

Las consecuencias de aplicar pesos «pseudo-sujetos. individuales a la configuración 
conjunta pueden verse mejor contrastando los «espacios privados. de dos subgrupos 
«pseudo-sujetos. de características extremas; 
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primaria. 

(b) Grupo 3: Hombres que accedieron a un empleo sin continuar sus estudios. 
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NIÑOS x x AYUDAR 

GENTE .; 

llDERAZGO x 
x DEFINICION 

x PADRES 
ABSORBER x x SEGURIDAD 

IDEAS x 
x ACADEMIA 

CREACION x Ix x INGRESO 
llBERTAD x PODER 

POSICION x x DINERO 

EXCITACION x I ~ ASCENDER 

AUTONOMIA x x NO COMPROMISO 

VIAJES x 

(A) 

DIM 2 

DIMI 

I AYUDAR 
.v; PADRES 

/ ./r;T GENTE DEFINICION 
NIÑOS x ~/ ¿LIDERAZGO / SEGURIDAD 

~ x ,,.. ................ ~~ 
ABSORBER x IDEAS ,x ACADEMIA~ x 

1-------CREACION x - x'xx' ] x PODER x INGRESO ------... , DIMl 
EXCITACION x '< x" DINERO 
AURONOMIA~~ l< / " ASCENDER 

~ERTAD ~ COMPROMISO POSICION 

VIAJES 1 
(B) 

FIGURA 5. INDSCAL: dos espacios cprivados~. 
(A) Grupo 5: mujeres, estudiantes de Magisterio. 

(B) Grupo 3: hombres, sin más educación. 
PESOS: A - (0.34, 0.91) B - (0.81, 0.27). 
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Claramente, los «estiramientos:. y «encogimientos:. uniformes que soporta el espacio 
global cuando se transforma en los «espacios privados:. de estos dos grupos extremos 
indica plausiblemente el contraste que se da entre los modos en que se relacionan los 
ítems de los valores ocupacionales. Entre las mujeres que accedieron al curso de profe
sorado de escuelas primarias, la primera dimensión (horizontal en la figura 5) no 
discrimina mucho entre los ítems. La segunda (vertical) continúa separando los ítems 
a lo largo de un continuo que se refiere a la «ayuda a las personas con dedicación con
tinua:.. El dibujo de la figura 5a contrasta fuertemente con el de la figura 5b. En és
ta, la dimensión segunda (la vertical en la figura) se ha encogido, y es la horizontal (la 
primera) la que sigue discriminando, esta vez sobre la base de una referencia a los sis
temas internos o externos de recompensas. 

4.5. Conclusiones y desarrollos 

Esta aplicación del modelo INDSCAL es útil para resumir y presentar concisamen
te el tipo de información sobre correlaciones que se genera a menudo en el análisis 
preliminar de los datos obtenidos en las encuestas sociales. También proporciona una 
vía de aproximación a un aspecto del problema de la «adecuación de los factores:. al que 
nos referíamos anteriormente: decidir si diferentes muestras de sujetos que se han me
dido con el mismo conjunto de variables pueden o no ser descritas con el mismo con
junto de factores subyacentes. Parecidas conclusiones se extraen de la descripción y va
loración de la interacción concepto-escala en el diferencial semántico (veánse Bynner y 
Romney, 1972; Jones, 1972 y Coxon, 1972 para continuar la discusión). Sin embar
go, el modelo INDSCAL impone una restricción importante: la única transformación 
válida se deriva del estrechamiento o dilatación diferenciales de las dimensiones fijas de 
la configuración global. No están permitidas las rotaciones de ejes en el modelo IND
SCAL, y la razón es la siguiente. Si todos los sujetos percibieran un espacio euclídeo 
de los eS(lffiulos idéntico, entonces se podría permitir cualquier rotación rígida, por
que dejaría invariantes las distancias. Por contraste, el modelo INDSCAL afirma que, 
mientras que las distancias en cada espacio privado son euclídeas, no lo son referidas 
al espacio del grupo, ya que reciben factores de ponderación idiosincráticos para las 
«métricas subjetivas:. propi~ de cada individuo (véase la ecuación [5] más arriba). 

Cualquier rotación de las coordenadas del grupo {xftI} cambia cada una de las métn
cas subjetivas de los individuos. Esto significa que los valores de los datos predichos por 
un modelo ajustado cuyas coordenadas del grupo hayan sido rotadas (para facilitar la 
interpretabilidad o para otra cosa), siempre se ajustarán peor a los datos originales que 
en el caso de la solución sin rotar. El precio de la rotación es una pérdida de exactitud. 

Carroll y Chang (1970) han sugerido que esta propiedad del modelo INDSCAL 
brinda una ventaja adicional, que es la interpretabilidad directa. Ciertamente, muchos 
estudios publicados por psicólogos parecen apoyar esta declaración, pero sería difícil ar
güir que la interpretabilidad sustancial se relaciona directamente con las propiedades 
formales. Schonemann y Wang (1972, p. 443) establecen una analogía con el método 
de las componentes principales: 

«El hecho de que las componentes principales están únicamente dadas por unas 
condiciones matemáticamente apropiadas no significa necesariamente que sean tam
bién psicológicamente útiles o estén dotadas de sentido.:. 
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La unicidad de la orientación de las dimensiones INDSCAL puede ser un inconve
niente sustancial, cuando tal vez una rotación de la configuración del espacio del grupo 
proporcionaría un marco de referencia más interpretable; un análisis INDSCAL inde
pendiente para cada conjunto de datos de cada subgrupo revela a menudo notables di
ferencias en las orientaciones de los ejes. Si tales datos fueran agregados, la orientación 
de las dimensiones del grupo global sería en gran parte una ccomponenda~ (en el mal 
sentido) entre las diferentes orientaciones. Un modelo que permitiese una rotación di
ferencial de los ejes, según sus pesos específicos, componaría una clara ventaja en tales 
casos, ya que sería posible representar a los sujetos usando distintas combinaciones de 
los ejes de referencia para sus juicios. Carroll ha esbozado tal modelo, que es claramen
te una generalización del INDSCAL, pero para la mayoría de las aplicaciones en el aná
lisis de encuestas los desarrollos como éste no tendrán probablemente un interés mucho 
más que académico. La imponancia de estos modelos es que enseñan bastante bien que 
si el problema de la agregación en las poblaciones heterogéneas se toma en serio, en
tonces nuestros modelos de análisis no tendrán más remedio que corresponderse con la 
complejidad de los datos. 

Nota del Editor 

Programas de Ordenador 

La mayoÍta de los programas informáticos de Escalas Multidimensionales se encuentran en la 
serie MDS(X) , desarrollada por un equipo de la Universidad de Edimburgo y del University 
College de Cardiff. En esta serie se halla la siguiente relación de programas: 

• CANDECOMP (CANonical DECOMPosition) 
• HICLUS (HIerarchical CLUStering) 
• INDSCAL-S (INDividual Differences SCALing) 
• MDPREF (MultiDimensional PREFerence Scaling) 
• MINICPA (Michigan-Israel-Nijmegen Integrated Series: Conditional Proximity Analysis) 
• MINIRSA (MINI Rectangular Smallest Space Analysis) 
• MINISSA (Michigan-Israel-Nijmegen Interated Smallest Space Analysis) 
• MRSCAL (MetRic SCALing) 
• MVNDS (Maximun Variance Non-Dimensional Scaling) 
• PARAMAP (PARAmetric MAPping) 
• PINDIS (Procustrean INdividual DIfferences Scaling) 
• PREFMAP (PREFerence MAPping) 
• PROFIT (PROpeny FITting) 
• TRISOSCAL (TRIadic Similarities Ordinal SCALing) 
• UNICON (UNIdimensional CONjoint measurent) 

La serie está implementada en el centro de procesos de datos de la Universidad Complutense 
de Madrid. 

Para obtener información sobre estos programas se puede escribir a, 

The MDS(X) Project 
Sociological Research Unit 
University College 
P.O. Box 78 
CARDIFF CFi iXL 
Gran Bretaña 
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SECCION II 

LA CLASIFICACION DE LOS DATOS 





5. Introducción 

En esta sección incluimos dos técnicas: el Análisis Discriminante y el Análisis de 
Conglomerados 1. Ambas técnicas tienen por objetivo la clasificación de los indivi
duos, aun cuando difieran en la forma como se lleva a cabo dicha clasificación y la in
formación que proporcionan. En el análisis de conglomerados hay que agrupar a los 
individuos (objetos) en una serie de grupos desconocidos por nosotros a priori. Cada 
grupo está constituido por un conjunto de individuos parecidos entre sí y diferentes al 
resto. Por el contrario, en el análisis discriminante el investigador define a priori los 
grupos, y los objetivos del análisis son (1) distinguirlos en base a la información que 
hay en los datos y (2) clasificar a los individuos en los grupos. Se trata de ver qué va
riables son las que más discriminan entre los conglomerados, con el fm de predecir la 
adscripción de los sujetos a los grupos en función de los valores que tomen en esas va
riables. En un caso, pues, los grupos hay que constituirlos a partir de las variables 
(análisis de cluster) y en otro los grupos están constituidos y lo que hay que ver es lo 
específico de cada uno de ellos para poder asignar los individuos a los grupos respecti
vos (análisis discriminante). Veamos por separado ambas técnicas. 

Un ejemplo con dos grupos permitirá ilustrar el objetivo del análisis discn'minan
te. Supongamos una muestra de n individuos, medidos en p variables. Y supongamos 
también que tenemos una variable y, con dos categorías, lo cual permite hablar de 
dos grupos, según los sujetos se clasifiquen en una u otra categoría. En esta variable 
damos un valor 1 al individuo que penenece a un grupo y O al que penenece al otro. 
Utilizando la regresión múltiple podemos predecir a panir de las p variables indepen
dientes el valor de Y para cualquier individuo. Según que la predicción se acerque al 
1 o al O el individuo se clasificará en uno u otro grupo. Las variables con un mayor co
eficiente de regresión serán aquellas que más discriminan, y el conjunto de variables 
será tanto mejor cuanto mayor sea la equivalencia entre los valores estimados y los re
ales (entre la clasificación conocida y la estimada por la regresión). El procedimiento 
serviría para predecir el grupo de penenencia de aquellos individuos que no estu
vieran clasificados en la variable Y (por ejemplo si Yes el voto, podríamos clasificar a 
los individuos que no contestan a esta pregunta), al tiempo que podríamos ver- qué 
variables son las que más influyen en la clasificación. 

En este ejemplo tan simple la regresión ha servido para realizar el análisis discrimi-

1 En esta inuoducción vamos a utilizar indistintamente las palabras cluster, conglomerado o grupo, 
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nante. En situaciones más complejas el procedimiento cambia pero los problemas per
manecen. Habrá que panir de unos supuestos del modelo que estemos utilizando. 
Habrá que seleccionar las variables que discriminan entre los grupos. También habrá 
que encontrar la(s) función(es) que más discriminan. Y por último habrá que defmir 
un procedimiento de clasificación de los individuos. Respecto del primer punto, po
demos enumerar los supuestos de la siguiente manera (véase KIecka, 1975 y 1980): 

• es necesario que haya al menos dos grupos; 
• para cada grupo se necesitan 2 o más casos; 
• se puede utilizar cualquier número de variables discriminantes siempre y cuan

do su número sea inferior al número de casos menos dos; 
• la variable que defme los grupos ha de ser nominal, mientras que las variables 

discriminantes tienen que ser intervales. Cuando las variables sean cualitativas 
habrá que convenirlas en variables 0-1; 

• ninguna variable discriminante puede ser combinación lineal de otras variables 
discriminantes; 

• el número máximo de funciones discriminantes que se pueden calcular podrá 
ser igual al número de variables discriminantes, siempre y cuando su número no 
sea mayor que el número de grupos menos uno; 

• las matrices de varianza-covarianza de cada grupo han de ser aproximadamente 
iguales; 

• las variables discriminantes han de tener una distribución normal 
multivariable 2. 

Respecto de la selección de las variables discriminantes digamos que en aquellos 
casos en los que se dude de la capacidad discriminante de las variables se puede hacer 
una selección entre todas ellas. Por ejemplo, puede haber variables cuyas medias en 
los diferentes grupos sean iguales o variables que compartan la misma información 
discriminante aun cuando cada una por separado sea capaz de discriminar. En estos 
casos se pueden seleccionar las variables siguiendo un procedimieno que, en función 
de algún criterio, elija la variable que más discrimina en cada paso, añadiendo sucesi
vamente las variables que forman la combinación más discriminante (véase procedi
miento en el texto de Manínez Ramos). 

Una vez que tenemos las variables, como indica el autor del capítulo, se trata de 
«reducir:. su número a una, dos o más nuevas variables (factores) que sean combina
ciones, lineales o no, de las anteriores. Ellas solas (y generalmente las dos o tres pri
meras) son capaces de identificar o discriminar a los grupos, previamente constituidos, 
tan bien como la larga serie de variables introducidas originalmente. Estas nuevas va
riables (factores) discriminantes reciben el nombre de funciones discriminantes. En 
términos gen~rales podemos decir que las funciones discriminantes se calculan resol
viendo el problema de los vectores propios, ya conocido del análisis factorial. Concep
tualmente se trata de calcular los coeficientes para la primera función de manera tal 

2 En la práctica la técnica es muy robusta y no es completamente necesario que se cumplan los dos últi
mos supuestos. Klecka (1980: 60-62) explica qué ocurre cuando se viola este supuesto. 
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INTRODUCaON 

que las medias de los grupos en esta función sean lo más diferentes posible. Los coefi
cientes de la segunda función se calculan tratando de maximizar las diferencias entre 
las medias de los grupos en esa función, con la condición de que los valores de esta 
función no estén correlacionados con los valores de la primera. Y así sucesivamente 
con el resto de las funciones. A semejanza con el análisis factorial, una vez definidas 
las funciones discriminantes hay que interpretar su significado; para ello se procede de 
manera semejante a como se hace cuando se utiliza aquella técnica. 

Por último queda la fase de clasificación de los individuos. Se puede hacer a partir 
de sus valores en las funciones discriminantes o en las variables discriminantes. En el 
caso de que se haga a partir de las variables discriminantes no se puede hablar pro
piamente de análisis discriminante, puesto que no se calculan las funciones discrimi
nantes y su peso en la predicción de los grupos -un ejemplo de este tipo es el que se 
mostraba al comienzo de esta introducción, utilizando la regresión como método de 
clasificación-o Tal como señala Klecka (1980, pp. 47-48) la clasificación en base a las 
funciones reduce el trabajo considerablemente. Hay algunas circunstancias en las que 
los resultados (la clasificación) diferirán según se utilizen variables o funciones discri
minantes; por ejemplo cuando las matrices de covarianza de los grupos sean diferen
tes, debido a que en el cálculo de las funciones discriminantes se hace el supuesto de 
igualdad mientras que este supuesto no se necesita cuando se utilizan variables discri
minantes con el fm de hacer la clasificación. Otra circunstancia que lleva a resultados 
diferentes se da cuando se ignoran funciones discriminantes debido al hecho de que 
no son significativas. en este caso los resultados que se consiguen utilizando las fun
ciones discriminantes son preferibles. En su trabajo Martínez Ramos explica el proce
dimiento de clasificación a partir de las funciones discriminantes. 

Desde un punto de vista práctico, el análisis discriminante tiene parecido con el 
análisis factorial de correspondencias. Como parte del análisis en ambos casos se consi
gue aislar variables (categorías en el análisis de córrespondencias) que diferencian o 
discriminan a los individuos. Recordemos cómo al hablar de las correspondencias 
decíamos que uno de los resultados era la formación de estereotipos. Igual ocurre en 
el análisis discriminante, puesto que las variables o las funciones que más discriminan 
también se puede decir que definen el estereotipo espeéIfico de cada uno de los gru
pos. 

El nombre del análisis de Cluster se utiliza para definir una gran variedad de téc
nicas que tienen por objetivo la búsqueda de grupos en un conjunto de individuos. 
Junto al nombre de análisis de cluster también se utilizan otros nombres para definir 
el mismo procedimiento; por ejemplo, en biología se habla de ctaxonomía numérica~ 
y en psicología creconocimiento de patrones~. También se conoce la técnica como cre
ación de tipologías o simplemente clasificación. A diferencia con otras técnicas del 
análisis multivariable los métodos más simples del análisis de conglomerados (méto
dos de las distancias mínimas, máximas, o distancias entre los centroides, por 
ejemplo) están desprovistos de todo contenido matemático y se pueden utilizar sin 
ninguna dificultad haciendo uso de los programas de ordenador. 

Si partimos de la matriz de datos 1S (n individuos x p variables), típica del análi
sis multivariable, las dos preguntas que nos podemos hacer son las siguientes: ¿son las 
variables similares?, ¿son los individuos similares? A partir de la matriz de correla
ciones, obtenida de los datos, I].(p x p), el análisis factorial da solución a la primera 
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pregunta. Calculando una matriz de proximidades, f(n x n), el análisis de conglo
merados resuelve la segunda 3• 

! (n X p) 

corre~~~!ón/ '" di::cia o 
enn:e varia/" ~ilaridades entre individuos 

Se estudian ~ (p x p) P (n X n) se estudia el 
relaciones entre ./ - ~ a~p~iento de . 

variahly ~dJVlduos semejantes 

A. de componentes 
principales. 
A. factorial 

A. cluster. 
Escalas 
multidimensionales 

Básicamente, podemos decir que el análisis de conglomerados consiste en poner 
límites o barreras a un conjunto de individuos (objetos). Si representamos a los indivi
duos en un espacio euclídeo, donde los ejes son las variables, la posición de los indivi
duos dependerá de los valores que tomen en las variables (fig. 1). El análisis tratará de 
agrupar a los individuos en función de su similaridad en todas las variables considera
das simultáneamente" 

var.3 

var.2 

~'( / 
X 

x 

individuos 

var.l 

FIGURA 1. Representación de los individuos (objetos) en un espacio euclídeo. 

Para proceder a la clasificación de los individuos el análisis sigue dos etapas: medi
ción de la similaridad entre los individuos y aislamiento de los grupos. La solución al 

3 También es posible, aunque menos frecuente, que ef análisis factoriál se aplique a la matriz.J' y el 
análisis de conglomerados a la matriz E. Nosotros no nos vamos a referir en esta introducción a este tipo de 
análisis . 

.. Bailey (1974: 61) señala con acieno la confusión que se produce al decir que los individuos se asignan 
a uno u otro grupo, puesto que puede dar a entender que los objetos se mueven en el espacio. Los objetos 
permanecen estáticos y lo que se mueve son los límites de los dusters con el fin de dar cabida a los indivi
duos que les cpenenecen_. 
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problema de la medición de la similaridad dependerá del tipo de información del que 
se disponga. En el análisis de conglomerados se admiten variables intervales y va
riables del tipo ausencia-presencia (binarias). En el caso de tener variables nominales 
con más de dos categorías es necesario transformarlas en variables 0-1. Martínez Ra
mos ofrece un repenorio de medidas para situaciones en las que todas las variables son 
de tipo interval (medidas basadas en las distancias y medidas basadas en la correla
ción), todas son variables 0-1 (medidas de asociación) y situaciones en las que hay va
riables de todo tipo (coeficiente de similaridad de Gower). 

Cuando las variables son intervales, con el fm de homogeneizar las diferentes esca
las de medida hay que proceder a su estandarización, conscientes de que tal procedi
miento tiende a diluir las diferencias entre lo grupos. Otros problemas de las variables 
a los que se refiere Martínez Ramos son la existencia de correlación entre ellas, su nú
mero excesivo o la ponderación a la que se les puede someter con el fin de relativizar 
su imponancia. El autor explica las soluciones a estos problemas. 

Respecto del problema de los métodos de clasificación, se puede distinguir entre 
dos grandes bloques: métodos jerárquicos y métodos de optimización (también llama
dos de reordenación). Todos los métodos del primer tipo tienen 2 cosas en común. 
Una, que producen una secuencia de particiones de los n individuos en g grupos, con 
g que va de n a 1 -una panición significa que los grupos son mutuamente excluyen
tes y que cada individuo está en un solo grupo-. Dos, que los métodos tienen la 
propiedad de que si a panir de un punto determinado del análisis dos individuos es
tán en el mismo grupo, permanecen juntos para el resto del análisis. 

Los métodos jerárquicos se dividen en aglomerativos o ascendentes y asociativos o 
descendentes. Martínez Ramos explica la diferencia entre ambos métodos e incluye di
ferentes algoritmos de clasificación para cada tipo. La pregunta de cuál es mejor tiene 
dificil contestación. Cuando los conglomerados son circulares (figura 2a) todas las téc
nicas son buenas (detectan bien los grupos). Los problemas surgen cuando los datos 
tienen las estructuras del tipo 2b o 2c (figura 2). 

var.2 varo 2 varo 2 

varo 1 
a) b) 

varo 1 varo 1 
e) 

FIGURA 2. Representación de diferentes estructuras de clusters en un espacio bidimensional. 

En el caso b, según Everitt (1974 y 1982) el método de las mínimas distancias 
(single linkage) lleva a malos resultados debido a que el «encadenamiento_ de indivi-
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duos que se establece entre los grupos tiende a diluirlos. En el caso c, métodos como 
el de la máxima distancia (complete linúge) o el de las distancias medias entre los 
grupos (average linúge) tienden a imponer en los datos una estructura esférica, sin 
detectar su propia estructura. Con el fin de ver la bondad de la estructura descubiena 
por el análisis se pueden utilizar dos criterios. Uno es que la solución debe de satisfa
cer la «desigualdad ultramétric3> 5. Otro es que el coeficiente de correlación cofenético 
(véase Manínez Ramos) debe de tener un valor superior a .85. 

En general, una desventaja de los métodos jerárquicos es que no permiten que los 
individuos (objetos) que han sido mal clasificados en una fase inicial del análisis 
puedan ser reclasificados en etapas posteriores. 

Los métodos de reordenación implican la optimización de algún criterio de agru
pamiento. El objetivo del análisis es encontrar una medida numérica indicativa de la 
bondad de una buena clasificación, para luego elegir una partición de los individuos 
en una serie de grupos que optimizen dicha medida. Las medidas utilizadas están ba
sadas en la dispersión o varianza, tratando de lograr que los grupos se constituyan de 
tal manera que su dispersión intra grupo sea pequeña comparada con la dispersión 
~ntre grupos. 

En términos prácticos, la diferencia más aparente entre estos métodos y los jerár
quicos radica en que en los últimos se tienen las relaciones entre los individuos estruc
turadas jerárquicamente, mientras que en lQs primeros el resultado del análisis sólo 
proporciona los grupos finales con sus individuos. Debido al tiempo de ordenador 
gastado en los cálculos los métodos de optimización no admiten el análisis de tantos 
individuos como los jerárquicos -según Everiu (1977), 1.000 individuos y 50 variables 
superaría ya el tope admisible de los métodos de optimización. 

El análisis de conglomerados es una técnica que se puede aplicar junto con las es
calas multidimensionales con el fin de definir e interpretar los grupos que se forman 
como resultado de este método (véase una ilustración en Kruskal y Wish, 1978: 44-
46). La matriz de distancias entre los puntos que se obtiene en el análisis multidimen
sional se puede utilizar como entrada del análisis de conglomerados, tratando de ver 
los grupos que se constituyen e interpretándolos después con la ayuda de las dimen
siones donde se sitúan. 

Respecto de la relación entre el análisis de conglomerados y el análisis factorial ya 
hemos señalado que cuando se utiliza la técnica Q el análisis factorial también sirve 
para reducir el número de individuos. Pero así como en el análisis de conglomerados 
los grupos satisfacen los requisitos de cualquier tipología, la exhaustividad y la mutua 
exclusividad, en el análisis factorial un individuo (objeto) puede penenecer a (saturar 
positivamente en) más de un factor, puesto que su varianza se divide entre los factores 
-es decir, los factores no son mutuamente excluyentes. 

:) Esta desigualdad dice que si tenemos dos individuos X e y, unidos al nivel ti (donde ti es el nivel del 
dendograma) a{x,y) S max <a{x,z), aty,z» 
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6. Fundamentos del Análisis Discriminante y su 
aplicación en un estudio electoral 

Por Emilio Martínez Ramos 

6.1. Introducción 

Supongamos una muestra de individuos que penenecen a varias clases o grupos. 
Por ejemplo, una muestra de individuos distribuidos en función de la intención que 
tienen de votar a los panidos políticos en unas próximas Elecciones Generales. De ca
da individuo conocemos una serie de variables que le caracterizan y que definen sus 
actitudes políticas. La distribución de los individuos en grupos (electorados potencia
les) es conocida a priori, antes de tomar cualquier otra información de esos indivi
duos. Pues bien, el objetivo del análisis discriminante consiste en diferenciar los gru
pos (electorados o potenciales en nuestro caso), previamente definidos, lo más posible 
teniendo en cuenta exclusivamente la infórmación disponible de cada sujeto y, en el 
mismo sentido, conocer cuáles son las variables más discriminantes, es decir aquellas 
que mejor discriminan a la muestra en dichos grupos. Que existen variables que son 
capaces de discriminar un electorado potencial de otro parece obvio, ya que el tener 
una intención de voto determinada no es una consecuencia del azar, sino que depen
de de una serie de actitudes políticas. 

En un lenguaje más recnico, el problema que nos resuelve el análisis discriminante 
es el de creducir~ el número de variables que discriminan a los grupos a una, dos o va
rias nuevas variables (factores) que son combinaciones, lineales o no, de las anteriores 
y que ellas solas (y generalmente las dos o tres primeras) son capaces de identificar o 
discriminar los grupos, previamente constituidos, tan bien como la larga serie de ellas 
introducidas directamente en el análisis. 

Así, pues, podemos diferenciar los siguientes objetivos del análisis discriminante. 
Un primer objetivo, encaminado a explicar el fenómeno que estemos estudiando, 

consiste en determinar si en función de las variables con las que hemos caracterizado a 
los grupos, éstos quedan suficientemente discriminados. En la práctica puede suceder 
que las variables elegidas para caracterizar a los grupos no sean las que mejor los 
discriminan; y en tal caso, en función de ellas no podemos hablar formalmente de 
uno u otro grupo. Por ejemplo, si tenemos dos grupos: los votantes de derecha y de 
izquierda, y para identificarlos hemos incluido variables como «estado civil~ o «núme
ro de hijos~, es evidente que no podemos diferenciarlos. Si sólo dispusiéramos de esta 
información, no podríamos hablar de un grupo de votantes de derecha y otro de iz
quierdas, aunque sepamos que existan, y así nos lo hayan declarado los propios indi-
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viduos. Ahora bien, si sabemos que existen esos grupos en la realidad, es razonable 
pensar que existirá un conjunto de variables que los identifique. Precisamente la bús
queda de esas variables discriminantes y la determinación del poder de discriminación 
de cada una de ellas, es uno de los objetivos del análisis. 

Un segundo objetivo, encaminado a predecir un comportamiento, consiste en atri
buir o asignar un individuo, del que no conocemos a qué grupo pertenece a priori 
(individuo anónimo), a uno de ellos, con un cierto grado de riesgo, siempre en fun
ción de la información disponible. 

Pero el análisis exige unas asunciones previas. Existen tests capaces de comprobar 
en qué medida se cumplen estos requisitos previos que enumeramos sucintamente a 
continuación. 

Si cada individuo está representado por un vector en el espacio de las variables, su
ponemos, que esos vectores siguen una ley multinormal y que los centroides de cada 
grupo se diferencian significativamente. 

Igualmente asumimos que, en la población, las matrices de varianza-covarianza de 
los grupos son iguales o muy parecidas l. 

La muestra deberá ser representativa de cada uno de los grupos que estén consti
tuidos a priori. Sin embargo no es necesario que el tamaño de la muestra de cada gru
po sea el mismo. 

Las variables deberán ser elegidas de manera que puedan definir y discriminar los 
grupos. No sabemos con qué importancia participará cada variable en la discrimina
ción, ni qué submuestra de ellas es la que más discrimina. Lo que nos interesa, antes 
de realizar el análisis, es introducir todas aquellas variables que puedan en mayor o 
menor grado explicar el fenómeno, es decir, su desagregación en modalidades o gru
pos. Estas variables deberán ser elegidas de manera que sean lo más independientes 
posible. 

A partir de estas disquisiciones previas vamos a seguir explicando el análisis discri
minante sobre el soporte de un caso concreto. 

6.2. Selección de las variables discriminantes 

Se ha realizado una encuesta en una provincia española a 492 individuos. El estu
dio es una típica encuesta preelectoral con 26 preguntas sobre actitudes y comporta
mientos políticos, así como con preguntas sobre la caracterización personal del indivi
duo, y tiene como objetivo estimar el voto de los electores en dicha provincia (véase 
variables en Apéndice). 

Realizada la encuesta, de los 492 individuos, sólo 275 nos declaran su intención de 
voto y 217 o no lo declaran o no están decididos todavía. La encuesta se realizó una 
semana antes de las elecciones legislativas de 1982. 

~ Algunos programas de análisis discriminante, como por ejemplo el implementado en el paquete BMDP, 
realIzan el test de Box con el fin de contrastar esta hipótesis; en caso de rechazar el supuesto, el programa se: 
detiene no realizando ningún otro cálculo. 
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RlNDAMENTOS DEl ANAUSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ElECTORAl 

La intención de voto declarada en la encuesta es: 

PSOE 
AP 
PCE 
CDS 
Otros 
Abstención 

TOTAL 

Número de casos 
por grupo 

121 
77 
4 
6 

13 
54 

275 

Estos son los grupos constituidos a priori. Recordemos que faltan 217 individuos que, 
o son indecisos, o no han querido declarar su voto. 

En primer lugar, el análisis nos muestra los valores medios y las desviaciones 
típicas de cada variable, en cada uno de los grupos constituidos a priori, y en el total 
de la muestra. 

Veamos: 

Medias 

P.15 P.~O P.14 P.18 P.H P.~l P.22 P.54 

PSOE 0.00000 0.88430 0.00000 0.02479 0.01653 0.01653 0.78512 0.01653 
AP 0.00000 0.03896 0.00000 O.12m 0.00000 O.n922 0.05195 O.On92 
PCE 0.00000 0.25000 0.50000 0.00000 0.00000 0.00000 0.25000 6.00000 
CDS 0.66667 0.16667 0.00000 0.00000 0.16667 0.00000 0.00000 0.16667 
OTROS 0.00000 0.07692 0.00000 0.J0769 0.07692 0.53846 0.230n 0.307ó9 
ABSTENCION 0.00000 0.25926 0.00000 0.09259 0.00000 0.16667 0.:!S926 0.03704 

TOTAL 0.01455 0.46182 o.oom 0.24727 0.01455 0.28364 0.42545 0.0<".1455 

TABLA 1. Medias y desviaciones típicas de 8 de las 26 variables, para cada uno de los 6 grupos. 

A continuación el análisis nos muestra la matriz de varianza-covarianza intra gru
pos que llamamos W. Exponemos a continuación sólo una parte de dicha matriz. 

p.n P.~O P.14 P.18 P.H P.)! P.22 P.~4 

P.l5 0.49Só629E-02 
P50 o.2''78115E-02 0.1046099 
P.14 0.0000000000 0.J8587W-02 '.37J74T.!-o2 
P.18 o;fOOOOOO{+OO -o.1278l27E-ol '.0000000000 0 •• 481269[-oJ 
P. H -o.2478315E-02 -o.7480241E-02 '.0000000000 -0.1321175(-02 0.11841W-ol 
P.~I O.G.)OOOOO[tOQ -0.2594071[-01 •• 00000000tOQ 001980249[-01 -o.212~7E-02 0.'644182[-01 
P.22 O.OOOOOOOUOO '.250018JE-ol 0.18587l6E-G2 -o.129510tE-ol 0.44571U-02 -o.I3SUI7E-Gl 0.1399015 
P.54 0.1239157[-02 -o.1ll3472E-ol O.OOOOOOOUOO 0.43S25OOE-G2 -o.1886lO1E-t2 -o.26749lOE-ol -o.120272OE-02 0041U085E-ol 

TABLA 2. Reproducción parcial de la matriz de covarianza intra-grupos. 

Esta matriz tiene (n - g) grados de libenad. siendo g el número de grupos y n el 
número de individuos (275 - 6 = 269). 
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Tomemos por ejemplo la pregunta 15. En la matriz W, suma de las matrices de 
covarianza W¡, donde i = 1, ... , 6, el valor del primer elemento es, según las tablas, 
de 0.49566 x 10- 2 • 

Para conocer de dónde sale este valor no tenemos nada más que sumar ese primer 
elemento de la diagonal en todas las W¡. El primer elemento de la diagonal-en cada 
W¡ es, naturalmente, la varianza de cada variable. 

Posteriormente, el análisis nos proporciona la matriz de covarianza de cada grupo, 
que llamamos WA, WB• Wc ... etc. 

y después podemos observar en las tablas la matriz de covarianza total del conjun
to de los 275 individuos. A esta matriz la llamamos T (tabla 3). Por ejemplo el ele
mento de la diagonal de la matriz Tcorrespondiente a la variable P.15 es 0.0143862. 
Veamos de dónde sale esta cantidad. La desviación típica de la variable P.15 en el 
conjunto de los 275 individuos es, según las tablas, de 0.11994 (tabla 1), luego su 
cuadrado es la varianza que corresponde al primer elemento de la diagonal de la 
matriz T. 

Matriz T 

P_15 P_50 P_14 P_18 P_H P_51 P_22 P_54 

p-n o.t4J&20E-Ol 
P _ 50 -o.6741871E-02 0.2494492 
P _14 -0.10111712[-03 0.2786994E-03 0.7246184E-02 
P_18 -o.3ó09821E-02 -o.103óó29 -o.1804910E-02 0.1868082 
P_H -o.2123424E-03 -o.6741871E-02 -0.10111712[-03 -o.3609821E-02 0.14J&20E-01 
P_51 -o.4140ónE-02 -0.1314665 -0.2070338[-02 0.1193895 -o.4140677E-02 0.2039283 
P_22 -0.6211015E-02 0.1495156 0.5441274E-03 -0.9098872[-01 0.473789OE-02 -o.1028óóó 0.2453351 
P_54 0.2853351E-02 -o.2528202E-01 -o.3981420E-03 0.12010ó2E-ol -o.7962840E-03 -0.1552754E-01 -o.123424OE-ol 0.517584óE-01 

TABLA 3. Reproducción parcial de la matriz de varianza-covarÍarlza del conjunto de los 275 indi
viduos. 

El programa que hemos utilizado en este caso va paso a paso. El cada paso selec
ciona la variable más discriminante. Para dicha selección utiliza varios estadísticos que 
pasamos a estudiar a continuación. 

Veamos el primer paso, la selección de la primera variable más discriminante de 
las 26 que se han utilizado (tabla 4). 

La variable más discriminante es la P .15, porque de acuerdo a las tablas es la que 
ha obtenido un mayor valor en el estadístico F o un menor valor en el estadístico 
Lambda de Wilks. Observamos que el valor F = 105.2524, en la P.15, es mayor que 
cualquiera de los valores de F en el resto de variables. 

El estadístico F responde a la siguiente relación F = ~ en la que I A I es el de-
IWI 

terminante de la matriz de covarianza inter grupos y I WI es el determinante de la 
matriz de covarianza intra grupos. F, por supuesto, es un escalar; el numerador nos 
indica la distancia entre los centroides de los grupos. Evidentemente, cuanto más 
grande sea esa distancia, mejor, más separados quedan los grupos. El denominador es 
el determinante de la matriz suma de las matrices de covarianza de los grupos; cuanto 
menor sea ese valor, mejor, pues más homogéneos serían los grupos en sí mismo. De 
manera que cuanto mayor sea P, mejor; y el mayor de todos es el correspondiente a la 
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FUNDAMENTOS DEL ANAUSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ELECfORAL 

AT STEP ¡, P.I; WAS INCLUDED IN THE ANAlYSIS. 

DEGREES OF FREEDOH SIGNIFICANCE BETWEEt~ GROUPS 
IJILKS' LAMBDA 0.3382534 1 5 269.0 
ECUIVALENT F 105.2524 5 269.0 0.0000 

RAO'S V 526.2618 5 0.0000 (APPROX.) 

---------------- VARIABLES IN THE ANALYSIS AFTER STEF' 1 ----------------

VARIABLE TOLERAN CE F TO REHOVE RAO/S V 

P15 1.0000000 105.25 
a) 

-------------------- VARIABLES NOT IN THE ANALYSIS AFTER STEP 1 --------------------

HINII1UM 
VARIABLE TOLERANCE TOLERANCE F lO EtHER RAO/S V 

P50 0.9881545 0.9881545 76.480 910.1281 
P14 1.0000000 1.0000000 52.809 791.3491 
PIS 1.0000000 1.0000000 53.449 797.1205 
P53 0.9104749 0.9104749 0.7110 643.6270 
P51 1.0000000 1.0000000 61.i63 836.6047 
p"l"l 
" 1.0000000 1.0000000 41.095 737.7559 

P54 0.9936035 0.9936035 4.4810 548.9693 
PU 0.9879171 0.9879171 7.7956 570.6300 
P40 0.9975955 0.9975955 69.346 877 .6696 
P26 0.9857385 0.9857385 4.8097 557.6~19 

POl 0.9993795 0.9993795 2.4016 543.4156 
PB3 1.0000000 1.0000000 0.53201 
P86 1.0000000 1.0000000 1.5287 534.1204 
PBS 1.0000000 1.0000000 0.97504 
P13. 1.0000000 1.0000000 54.268 801.1477 
P90 0.9983970 0.9983970 4.0988 548.4816 
P19 1.0000000 1.0000000 0.80980 
P28 1.0000000 1.0000000 38.313 721.1088 
PSI 1.0000000 1.0000000 0.85892 
P60 0.9997505 0.9987505 1.4857 533.7205 
P02 0.9914380 0.9914380 1.5140 541.6813 
P3l 0.9914149 0.9914149 5.9534 557.5354 
P74 0.9955796 0.9955796 1.4427 543.7645 
P24 1.0000000 1.0000000 4.7736 550.2989 

b) 

TABLA 4. Selección de las variables que más discriminan. a) variable elegida en el primer paso; 
b) variables que no se incluyen y sus estadísticos. 
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variable P .15. De todas las variables, la P.15 es la que ofrece un mayor valor en la re
lación entre las distancias inter centroides de los grupos y la suma de las varianzas de 
cada uno de ellos. 

Veamos gráficamente estas ideas, en un primer caso en el que el valor de F es 
grande y en un segundo caso en el que es pequeño. 

Primer caso en el que el valor de F es grande (variable muy discriminante). 

PSOE AP 
poca dispersión. gran 
homogeneidad en el 
grupo. 

81--------8 poca dispersión, gran 
homogeneidad en el 
grupo. 

distancia entre centroides de los grupos, gran
de. 

Segundo caso, en el que el valor de F es pequeño (variable poco discriminante). 

PSOE AP 

mucha dispersión, 
poca homogeneidad en el grupo 

Hemos visto en las tablas que el programa utiliza, además de F, otros estadísticos. 
La Lambda de Wilks va en sentido contrario a F. La relación que existe entre ambos es 
la siguiente. Llamemos A a la Lambda de Wilks. 

F = _1_ - 1 
A 

Comprobemos en las tablas esta relación. Los valores de F y A en la primera va
riable que se introduce (P.15) en la función discriminante son: 

F = 105.2524 

A = 0.3382534 

Conociendo A calculemos F según la relación anterior con los siguientes grados de 
libertad. 
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RlNDAMENTOS DEL ANAllSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO EllCfORAL 

Siendo n el número de individuos, g el número de grupos y p el número de va
riables, que en este primer paso es 

F - ( 1 _ 1) (275 - 6 - 1 + 1 ) = 105.2524 
0,3382534 6 - 1 

En li cuana columna del cuadro que hemos expuesto anteriormente el programa 
nos proporciona la significatividad de It. El mínimo valor por encima del cual deja F 
de ser significativo es 0.001. Esta condición se establece antes del análisis y puede ser 
modificable. De manera que contrastamos la hipótesis nula de que uo existe diferen
cia entre las medias correspondientes a esta variable P .15 que acabamos de introducir, 
en cada uno de los grupos. El valor de F obtenido es como ya sabemos de 105,2524 
que se compara con el de las tablas de distribución de F. Los grados de liberrad en es
te caso son, por un lado 5, es decir, 6 grupos menos 1; por otro lado 269, es decir, 
275 individuos menos 6 grupos. Si la hipótesis nula de igualdad de medias es cierra, 
la probabilidad de obtener un valor de F como el conseguido es extremadamente ba
ja, luego se rechaza la hipótesis nula, es decir, hay diferencia significativa entre las 
medias. 

Después de cada paso y antes de introducir la siguiente variable, el progr~a nos 
presenta el siguiente cuadro en el que podemos analizar cómo se van diferenciando 
los grupos (tabla 5). 

Para cada par de grupos se calcula el estadístico F. Debajo del valor F aparece el 
nivel de significatividad. Vemos que hay muchos valores entre grupos que todavía, 
después de este primer paso, no son significativos. 

F STHTISTICS AND SIGNIFICANCES BETUEEN f'AIRS OF GROUf'S AFTER STEP 1 
EACH F STATISTIC HAS 1 ANII 269.0 DEGREES OF FREE[~n. 

GROUP 1 "'1 3 4 6 , 

GROUP 
., O.OOOOOEtOO , 

1.0000 

3 O.OOOOOEtOO O.OOOOOEtOO 
1.0000 1.0000 

4 512.58 499.11 215.20 
0.0000 0.0000 0.0000 

6 ..o. OOOOOE toO O.OOOOOEtOO O.OOOOOEtOO 368.11 
1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 

7 O.OOOOOEtOO O.OOOOOEtOO O.OOOOOE+OO 484.20 O.OOOOOE+OO 
1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.0000 

TABLA ~. Valor de la F y nivel de significación entre parejas de grupos, después del paso 1. 
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Después, el programa efectúa el segundo paso en el que se busca una nueva va
riable, de las 25 que quedan, que forme, conjuntamente con la ya elegida, la P.15, la 
pareja de variables más discriminante. Para lo cual volvemos a emplear los mismos cri
terios que en el primer paso. 
- Según las tablaSesta nueva variable es la P. 50. Así como el primer paso era muy 

sencillo, pues al tratarse de una sola variable los cálculos se basaban en la varianza, 
ahora, con dos variables, la aplicación de los criterios de discriminación empieza a 
complicarse, puesto que ya hay que trabajar con matrices de varianza-covarianza. 

Por ejemplo, el cálculo del criterio A (Lambda de Wilks), en este segundo paso 
tiene la siguiente forma. 

A 

grupo 
B + ... etc. 

Siendo Vn la varianza de la variable P. 15 en el grupo A, que puede ser el electorado po
tencial del PSOE; V22 la varianza de la variable P. 50 en el mismo grupo; Vi2 la cova
rianza entre las variables P.15 y P.SO en el mismo grupo y así sucesivamente. 

Veamos qué ha sucedido en este segundo paso (tabla 6). 
Para que una variable pueda introducirse en la función discriminante debe aportar 

«algo. a la separación entre grupos. Para medir esta aportación ya hemos dicho que 
utilizamos una serie de criterios, por ejemplo el F. Ahora bien para poder entrar, la 
variable debe superar un valor mínimo de F que es 1. Por debajo de este valor de F 
no entra la variable. Por ejemplo, las variables P.83 y P.85 tienen valores en el 
estadístico F menores que 1 y nunca entrarán. Pero además de este criterio podemos 
utilizar otro que tiene en cuenta lo que en las tablas de ordenador es llamado «nivel 
de tolerancia •. El nivel de tolerancia puede ir de 1 a 0.001. Como vemos existe para 
cada variable un nivel de t.olerancia mínimo, el cual varía en cada etapa y por debajo 
del cual la variable no entra en la ecuación. Nos conviene que el nivel de tolerancia 
sea alto, porque la correlación entre las variables ya introducidas y la que se va a intro
ducir, no puede exceder de 1 menos la tolerancia; entonces si la tolerancia fuera baja, 
la correlación es próxima a 1, y si la variable introducida tiene una alta correlación con 
las demás de la función discriminante, la matriz de covarianza será singular y no se 
puede realizar el análisis. 

También conviene decir que algunas de las variables ya seleccionadas pueden ser 
expulsadas de la ecuación, es decir pueden perder su poder de discriminación. Esto 
ocurre porque se han ido introduciendo variables que conjuntamente están correla
cionadas con alguna de las ya introducidas y en tal caso el programa las expulsa, lo 
que no presupone que no puedan volver a entrar en un paso posterior. Para medir es
to se utiliza el «F to remove., el cual debe ser más pequeño que un valor dado antes 
del inicio del análisis. 

En el tercer paso se vuelve a seleccionar una nueva variable y así sucesivamente 
hasta que el número de etapas coincida con las solicitadas a priori o hasta que la 
nueva variable no incorpore ningún poder de discriminación entre grupos, o hasta 
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FUNDAMENTOS DEL ANAUSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ELECTORAl 

AT STEP 2, P50 WAS INCLUDED IN THE ANALYSIS. 

DEGREES OF FREEDOH SIGNIFICAUCE BETWEEH GROUPS 
UILKS' LAMBDA 
EQUIVALENT F 

RAO'S V 

0.1393783 
89.97116 

910.1281 

2 5 269.0 
10 536.0 0.0000 

10 0.0000 CAPPROX.) 

---------------- VARIABLES IN THE ANALYSIS AFTER STEP 2 ----------------

VARIABLE TOLERAN CE 

f'15 
P50 

0.9881545 
0.9881545 

F,TO REHOVE 

104.73 
76.480 

a) 

RAO'S V 

-------------------- VARIABLES NOT IN THE AUALYSIS AFTER STEP 2 --------------------

HINIMUH 
VAF\I~bLE TOLERANCE TOLERANCE F TO ENTER RAO'S IJ 

f'14 0.9910094 0.9792704 53.570 1185.380 
P18 0.9833268 0.9716788 28.765 1124.548 
f'53 0.8573384 0.8573384 11 .655 1066.107 
P51 0.9325047 0.9214587 25.508 1105.475 
f'''I''1 , .. 0.9567761 0.9454426 9.7423 1027.848 
P54 0.9715178 0.9661900 3.0886 925.9125 
f'11 0.9832503 0.9746537 6.2496 948.5212 
F'40 0.8825072 0.8741553 19.108 1091.495 
F'26 0.9716505 0.9708424 4.3297 939.6745 
f'03 0.9993787 0.9875440 1.4410 927.1879 
P83 0.9856399 0.9739645 0.47857 
F'8ó 0.9942224 0.9824453 1.0285 915.5155 
P85 0.9733256 0.9617961 0.47391 
F'13 0.9878894 0.9761874 28.360 1133.604 
f'90 0.9199175 0.9104801 1.7493 922.9139 
P19 0.9798952 0.9682878 1.6866 925.2934 
f'28 0.9851899 0.9735198 19.429 1058.613 
F'81 0.9808914 0.9692722 1.2437 919.4970 
PbO 0.9973923 0.9868107 1.4375 920.3025 
P02 0.9909455 0.9802193 1.5043 926.4417 
P33 0.9898427 0.9805201 2.3210 934.1361 
P74 0.9805662 0.9132530 2.0360 935.2014 
P24 0.9999125 0.9880680 4.4440 933.6431 

b) 

TABLA 6. Selección de las variables que más discriminan. a) variables elegidas en el 2. o paso; b) 
variables que no se incluyen y sus estadísticos. 
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que el valor del estadístico F sea menor que la unidad, como es el caso del ejemplo 
que estamos tratando o hasta que, sencillamente, se hayan agotado las variables. 

y siempre después de cada etapa el programa nos proporciona los valores de F pa
ra medir la diferencia entre centroides de cada par de grupos (tabla 7). 

F STATISTICS AND ~IGNIFICANCES BETUEEN PAIRS OF GROUPS AFTER STEP ., 
'" EHCH F STATISTIC HAS 2 AND 268. O [IEGREES OF FREE[lOM. 

r,ROUP 1 ., 
3 4 '" 

GROUf' 

2 162.04 
0.0000 

3 7.5072 0.81610 
0.0007 0.4432 

4 259.41 254.33 107.92 
0.0000 0.0000 0.0000 

6 36.875 0.77241E-01 0.44156 186.91 
0.0000 0.9257 0.6435 0.0000 

6 

7 70.293 7.4232 0.15386E-02 242.71 1.6787 
0.0000 0.0007- 0.9985 0.0000 0.1886 

TABLA 7. Valor de F y nivel de significación entre parejas de grupos después del paso 2. o. 

Naturalmente, conforme introducimos nuevas variables, la discriminación de los 
grupos va a ir mejorando, ya que cada nueva variable introducida, por poco que sea, 
incorpora su poder de discriminación. Si tal cosa no sucediera el programa se pararía. 
Vemos en el cuadro anterior que todavía, después del paso 2, el va]or de F entre algu
nos pares de grupos, no es significativo. El análisis debe continuar. 

En el caso que estamos analizando se registran 22 pasos y al final quedan 3 va
riables por introducir, precisamente aquellas, como ya hemos dicho, que alcanzan va
lores por debajo de la unidad en F. Veamos las tablas correspondientes al último pa
so, el 22 (tabla 8). 

y las tablas correspondientes a la situación entre grupos en la que podemos apre
ciar que todos los valores de F ya son significativos por debajo del 0.001 que permite 
el análisis (tabla 9). 

Ya sabemos, pues, qué variables van a participar en el cálculo de la función discri
minante. La función discriminante no es otra cosa que un factor, una nueva variable 
combinación lineal de las anteriores. Puede haber tantas funciones discriminantes co-
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RJNDAMENfOS DEL ANAIlSIS DISCRIMINANTE y SU APUCAOON EN UN ESIUDIO ELEcrORAL 

Al STEP 22, P24 WAS n~CLUDED IN THE ANAlYSIS. 

DEGREES Of FREEDOH SIGNIfICANCE BETUEEt~ GROUPS 
WILKS' LAMBDA 
Af'f'ROXlMATE f 

RAO'S V 

O.012SS&; 
15.86650 

2297.450 

22 5 269.0 
110 1219.7 0.0000 

110 0.0000 (APPROX.) 

---------------- VARIABLES IN THE ANALYSIS ~EP 22 ----------------

VARIABLE TOlERAt~CE F JD- REHOVE RAO'S..u 

PI5 0.8238311 ~ 
P50 0.6484833 18.361 
P14 0.8202427 51.430 
P53 0.7738669 10.797 
P51 0.5884843 11.286 
p'l'i 
" 0.7229625 l.OSn 

f'54 0.6606170 5.2237 
fU 0.2841336 3.3180 
P40 0.64580B7 4.9565 
P26 0.2729701 2.3402 
P03 0.6911179 1.2897 
P80 0.8511222 1.7770 
Fes 0.8278980 1.329C 
P13 0.2551387 5.9171 
F'90 0.8104369 2.4618-
P19 0.6856324 2.3981 
P28 0.2411300 1.8228 
PSI 0.8997588 2.26lt 
P60 0.8014564 1.8267 
f'02 0.6981600 1.4989 
P33 0.90aó60B 1.5443 
f'24 0.6309560 1.0605 

a) 

-------------------- VARIABlES NOT IN THE ANALYSIS AFTER STEP 22 -------------------

HINIMUH 
~';¡fUABLE TOLERANCE TOLERANCE F TO ENTER RAO'S V 

PIS 0.1768289 0.1684992 0.75627 
PSJ 0.5164672 0.2407631 0.B0817 
F74 0.8466900 0.2411244 0.54355 

b) 

TABLA 8. Selección de las variables que más discriminan. a) variables elegidas al final del proce· 
so; b) variables no seleccionadas y sus estadísticos. 
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mo variables menos una, pero generalmente las primeras son las que explican una 
mayor cantidad de varianza, en definitiva las que explican más el fenómeno que esta
mos estudiando, en nuestro caso la intención de voto. 

F STATISTICS Aun SIGNIFICAHCES BETUEEN PAIRS OF GROUPS AFTER STEP 22 
EACH F STATISTIC HAS 22 AND 248.0 DEGREES OF FREEDOM. 

GROUP 1 '1 J 4 " 
GROUP 

2 39.560 
0.0000 

3 16.827 17.007 
0.0000 0.0000 

4 30.095 30.287 21.206 
0.0000 0.0000 0.0000 

6 9.2466 3.1721 13.808 21.223 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

7 12.215 11.335 14.7t6 28.157 4.2232 
Q.OOOO 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

F lEVEl OR TOlERANCE OR VIH INSUFFICIENT FOR FURTHER COHPUTATIOH. 

TABLA 9. Valor de Fy nivel de significación entre parejas de grupos al final del proceso de selec
ción de las· variables discriminantes. 

En el apartado siguiente explicamos la forma como se calculan las funciones discri
minantes, primero analíticamente y después mostrando los resultados obtenidos al 
analizar nuestros datos. 

6.3. Selección de las funciones discriminantes 

La función discriminante en notación matricial tiene la siguiente expresión: 

z = a'(x .. - X' 
" "'J} 

en la que xij representa las variables de origen (xtj" es el valor del individuo ,. en la va
riable J), X;, las medias y ca. es el vector de pesos. Cada variable queda afectada por 
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RlNDAMENTOS DEL ANAUSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ELECfORAL 

un peso, un valor de ca:.. Precisamente el objetivo del análisis es estimar los valores 
óptimos de ca.; conocidos los valores de ca. que corresponden a cada variable es po
sible estimar un valor z de pertenencia para cada individuo, corno nos lo demuestra la 
fórmula anterior. Veamos cómo estimar los valores óptimos de ca:.. 

Las matrices de covarianza de cada grupo tienen la siguiente expresión 

w· = (X~. - Xz) '(X~. - Xz) 
, IJ J IJ J 

y W representa la suma de las matrices de covarianza de todos los grupos. 

W= ~W; 

Por otro lado, T representa la matriz de covarianza total, corno si no estuviera la 
población distribuida en grupos. 

T = (X .. - X)'(X .. - X) 
IJ J IJ J 

y A torna la expresión 

A = k dd' 

Siendo k una constante y d la matriz de distancia entre centroides. 
A partir de la función discriminante obtenernos la siguiente expresión para un 

grupo cualquiera 

~Zf = Z,-' Z, = a' W,a (en el grupo t~ genérico) 

La anterior expresión no es otra cosa que la varianza de Z en el grupo i genérico ya 
que considerarnos que los valores de Z están normalizados. 

De la misma manera obtenernos la siguiente expresión que representa la varianza 
de Z en la muestra total. 

~Z2 Z'Z = a'Ta 

y por último la expresión 

z. - Z = d'a 
I J 

Veamos estas expresiones representadas geométricamente, pero en el caso de dos va
riables y un solo individuo. 
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, , , 

z 

- - - ~ centroide grupo A 

- - - .. centroide 
I total 

I 

I 

I I 
I I 
I 
I I 

I 

Z' Z es la proyección sobre el eje Z de la matriz de covarianza total T. La matriz de co
varianza total si las variables están normalizadas nos indica la distancia desde el indivi
duo a la media del total de la población o, en el caso general, la suma de distancias de 
toda la nube de individuos al centroide del total de la población Z~ZA es la proyección 
sobre el eje z de la matriz de covarianza del grupo A. Observemos que los valores de los 
pesos ca~ están dando orientación al eje Z. A distintos valores de ca., encontraremos 
distintos ejes. Pues bien, de todos los ejes posibles habrá que conseguir uno, el óptimo, 
en el que la proyección sobre él, es decir Z~ZA = a' WAa, o, lo que es lo mismo, la su
ma de las distancias de toda la nube A a su centroide sea mínima y Z' Z = a' Ta sea 
máxima. 

El criterio generalmente utilizado para encontrar los valores óptimos de ca. es ha
cer máxima la siguiente expresión: 

a'Ta = EZ/ 
a'Wa EEZl 

Es decir, la varianza total de Z en el conjunto de los grupos, dividida por la suma 
de varianzas de Z en cada uno de los grupos. 

Pero sabemos que: 

luego: 

a' Ta = a' Aa + a' Wa 

a' Ta 
a' Wa 

= 1 + 
a' Aa 
a' Wa 

El primer eje factorial discriminante será aquel que maximice el cociente anterior. 
Este eje factorial está, como vemos, en función de los coeficientes a, de manera que 
estos coeficientes deberán ser tales que maximicen dicho cociente. 
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FUNDAMENTOS DEl ANAllSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ELECTORAL 

. ., a' la . .. a' Aa 
Como hemos VlStO maxlffilzar --- es lo mlsmo que maxlmlzar ---o Pues 

a' Wa a' Wa 
bien, a esta última expresión, la llamamos). que es un escalar, al cual denominamos 
valor propio o eigen valor correspondiente a un vector propio. 

En realidad el cociente a' la es la varianza total de z (z eran los valores discrimi-
a' Wa 

nantes de cada individuo, o lo que es lo mismo la reducción de los valores de las va
riables en cada individuo en la función discriminante) en el conjunto de los invidi
duos dividido por la suma de varianzas de Z en cada uno de los grupos. Vemos que 
cuanto más grande sea esa expresión habrá más diferencia entre el numerador y el de
nominador y por lo tanto el valor máximo de ). será aquella distribución de los valo
res de Z en la que, en cada grupo, conseguimos la mayor homogeneidad posible (va
rianza muy pequeña); estando al mismo tiempo unos grupos muy separados de otros 
ya que la varianza total o la distancia entre los centroides es muy grande. Precisamen
te la línea que separa los valores de Z así distribuidos será el primer eje factorial discri
minante. 

, ., a' la . ., a' Aa 
Pero deClamos que maxlmlzar --- es lo mlsmo que maxlmlzar ---o Para 

a' Wa a' Wa 

h " 1 " a' Aa l' L H acer maxlma a expreslOn -,--, ap lcamos agrange. ay que tener en cuenta que 
a Wa 

tanto el numerador como el denominador, como el propio )., son formas cuadráticas 
respecto ca •. 

Haciendo operaciones en la anterior expresión llegamos a 

a' AA - ).(a' Wa) = O 

y derivando parcialmente respecto a ca. 

De lo cual se deduce que los coeficientes discriminantes óptimos que vamos buscan
do se obtienen de la siguiente ecuación: 

a = W-1d 

ca. es el vector propio o eigenvector de la matriz W-IA· según se desprende de la 
ecuación W-IAa = ).a; es decir, el primer eje factorial discriminante: en otro sentido, 
es el vector de pesos que proporciona la discriminación óptima. De manera que los 
coeficientes de la función discriminante están determinados por los vectores propios 
de la matriz W-IA que corresponden a los más grandes valores propios o eigenvalores. 

Si existieran varios vectores propios, como en nuestro ejemplo, serían ortogonales y 
harían el papel de nuevas dimensiones (nuevas variables) en un espacio n-l dimensio
nal. Sus correspondientes valores propios ).1).2 ••• etc, serían cada vez más pequeños. 
Estos valores propios miden el poder discriminante del vector propio correspondiente, 
es decir el eje factorial. La suma total de los valores propios, como se desprende de lo 
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dicho anteriormente, indica el porcentaje total de inercia o varianza que queda explica
do, es decir que se «conserva:. en la operación de reducción de todo el sistema a los ejes 
factoriales. 

Si en la expresión W-IAa = M, sustituimos A por su valor kdd', tenemos 

kW-Idd' a = M 

y si ahora sustituimos «a:. por su valor W- Id llegamos a ~ = Kd' W-Id, que es la dis
tancia entre los centroides de los grupos, multiplicada por una constante, pero en la 
métrica W-l. Esta es la llamada distancia de Mahalanobis. Si la métrica fuera 
W-l = 1 (matriz unidad), la distancia d' d sería la euclideana. Vemos pues que maxi
mizar A es maximizar la distancia entre los centroides de los grupos en la métrica 
W-l. 

De manera que ~ puede interpretarse como el porcentaje de varianza de Z que 
queda explicada o también como la distancia entre los centroides de los grupos. 

Volvamos al ejemplo y observemos el siguiente cuadro (tabla 10). 

CAHONICAl DISCRlltINAHT FUHCTIONS 

PERCEHT or CUltULATIVE CAHOHICAl , AFTEf< . 
FUNCHON EI6ENVAUJE VARIANCE PERCfHT CORRElATION : FUHCTIOH UILKS' LA.llIIDA CHI-SOUARED D.F. SlGHIFICAHCE 

o 0.0128866 1131.4 110 0.0000 
1l 3.69296 43.24 43.24 0.8870823 1 0.0604761 729.43 84 0.0000 
2* 2.66718 31.23 74.47 0.8528252 2 0.2217768 391.58 60 0.0000 
3i 1.47030 17.22 91.68 0.7714867 3 0.5478563 156.45 38 0.0000 
U 0.46041 5.39 97.07 0.5614802 4 0.8000939 57.987 18 0.0000 
5* 0.24985 2.93 100.00 0.4471086 

1,6430897 
8,5407 * IW\KS THE 5 CAHOHICAL DISCRIItINAHT FUNCTIDN(S> TO BE USED IN THE REHAINING ANAL YSIS. 

TABLA 10. Funciones discriminantes. 

Este es el cuadro resumen del programa y por supuesto el más importante de to
dos. Cada una de las cinco últimas líneas es representativa de una función discrimi
nante. Ya hemos dicho que puede haber tantas funciones discriminantes como va
riables menos una, pero sólo las primeras son verdaderamente importantes porque son 
las que están explicando una mayor cantidad de varianza. En el cuadro anterior vemos 
que la suma de las ~ es igual a 8,5407 y que el primer eje factorial discriminante está 
explicando el 43,24% de la varianza total, lo cual a nuestro juicio es un excelente re
sultado para este primer factor. Sólo con este factor o esta nueva variable explicamos 
casi la mitad de la varianza del fenómeno que estamos estudiando y que recordemos 
que es la intención del voto. El 43,24% se obtiene de la siguiente expresión: 
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fUNDAMENfOS DEL ANAllSIS DlSCRIMINANfE y SU APllCACION EN UN ESTUDIO ELECfORAL 

La correlación canónica p, en la cuarta columna, va en el mismo sentido que A y la 
relación entre ambas es la siguiente: 

P=JI).+). = 
3,69296 
4,69296 

0,887082 

Se llama correlación canónica porque es la correlación entre las nuevas variables y 
las primeras. 

El valor A (Lambda de Wilks) correspondiente a la línea O es el calculado por el 
programa con todas las variables a la vez. 

En la línea 1 se calcula el valor A correspondiente a la primera función discrimi
nante, una vez conocidos los valores «a~. 

Cuando hay muchos individuos la significatividad estadística de A puede medirse 
por la distribución X2, con (g -1)p grados de libertad siendo g el número de grupos 
y p el número de variables. Ya que A puede transformarse en una x2 • Barlett dio una 
aproximación de A a la X2 en 1938 y es la siguiente: 

X2 = -mlog~ 

siendo m = n - 1 - ~ (p + g), y siendo n el número de individuos, p el número 
2 

de variables y g el número de grupos. 
Se computa A, luego se computa X2, se observa en la tabla el valor de X2 y se ve si 

la diferencia es significativa. 
El resto de las funciones discriminantes, también se distribuye como una X2 , así se

rá posible conocer si existe alguna función más que posea poder discriminante. En es
te caso la aproximación es como sigue. 

X2 = - (n - p + g - 1) log~ I 
2 

Siendo p el número de variables, n el número de individuos y g el número de grupos. 
Los grados de libertad son p - k(g - k - 1), siendo k el número de funciones 

obtenidas. 
Si el test nos da significatividad estadística, esto nos indica que al menos una fu~

ción de las que restan por obtener es discriminante. 
Pero recordemos que el objetivo era conseguir unos valores de «a~, que son los coe

ficientes de la función discriminante. "En el ejemplo estos valores son los de la tabla 11. 
Como vemos, cada variable tiene un peso en cada función. Así, ahora será más fá

cil conseguir los valores z para cada individuo, sin más que multiplicar el valor que 
éste tiene en cada variable por su peso. Ese valor z es la proyección del sujeto corres
pondiente sobre la línea que representa la función discriminante. 

Hay que tener en cuenta que cada función discriminante representa una nueva va
riable combinación lineal de las introducidas. En nuestro caso la nueva variable o fun
ción primera explica, nada menos que el 43,24% de la varianza. Un paso importante 
y difícil será dar nombre a esa nueva variable o función que está explicando ella sola 
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ROTATED STANDARDIZED DISCRIMINANT FUNCTION COEFFICIENTS 

FUNC 1 FUNC ., FUNC 3 fUNC 4 FUNC 5 , 

P15 1.06439 -0.04516 -0.02478 -0.03627 0.06598 
P50 0.27384 -0.84206 0.26118 -0.08505 0.12165 
f'14 0.03880 0.11651 -0.01664 1.02923 0.06661 
P53 0.49171 -0.20340 0.14706 -0.07088 0.36281 
PSI 0.00444 -0.26000 0.80239 -0.00788 0.26943 
f''1'1 
~ .. -0.12455 -0.33494 -0.00906 0.06403 0.13721 

P54 -0.03525 -0.24813 0.36395 -0.09234 0.59237 
PU -0.01148 0.28476 0.23616 0.02184 0.68165 
P40 0.08927 0.38094 0.13257 -0.19557 -0.01102 
P26 0.10137 -0.27492 -0.23581 0.30232 -0.15245 
P03 -0.09548 -0.09990 -0.09216 0.04150 -0.23134 
P86 -0.01726 0.03514 0.01016 0.26419 -0.02997 
P8S -0.04768 -0.06181 -0.19606 -0.07234 -0.03068 
P13 0.03155 0.41359 0.56221 0.20991 -0.49190 
F'90 -0.09450 0.28318 -0.08101 -0.12564 -0.03838 
P19 -0.06710 0.33664 -0.08064 -0.00383 -0.22064 
f'28 0.03979 -0.43273 -0.00028 -0.10368 0.42677 
PSI 0.01223 0.23626 0.01641 -0.05059 0.21428 
P60 0.09862 -0.12825 0.08350 0.22091 -0.23944 
P02 -0.15417 -0.05136 -0.03633 -0.15940 0.27464 
F'33 0.04763 0.12804 -0.00448 0.18652 -0.02078 
P24 -0.00112 0.07567 -0.06934 -0.09326 0.35525 

TABLA 11. Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes. 

casi la mitad de la varianza del fenómeno estudiado, la intención de voto. Para dar 
un nombre a la nueva variable será aconsejable reflexionar sobre la siguiente tabla que 
nos da la correlación entre las funciones discriminantes y las antiguas variables. Puede 
pues interpretarse el significado de las nuevas variables observando aquellas antiguas 
variables que tienen muy alta y muy baja correlación. El dar un nombre concrtto a la 
nueva variable es trabajo de expertos en sociología política. 

A contmuación exponemos la citada tabla (tabla 12) junto con otra (tabla 13) que 
nos proporciona el valor de las funciones en la media de cada grupo, pudiendo así ver 
la importancia de cada función para los diferentes grupos. 

Los asteriscos de la tabla indican el grupo de variables que más están dotando de 
sentido o significado a cada función. Así, la función 1 viene definida por la variable 
P .15, pudiendo decir que esta función discrimina según que los grupos contesten de 
una u otra forma a esta pregunta. 

La tabla 13 nos proporciona el valor de la función en la media de cada grupo; así 
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FUNDAMENTOS DEL ANAUSIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTIJDlO ELECfORAL 

ROTATED COI\RElATIONS BETWEEN CANONICAL DISCI\IKINANT FUNCTIONS AUD DISCRIHWATItlG VARIAlilES 
VAfiII.BLES ARE Ofi[IERED BY THE FUNCTION WITH LAAGEST CORRELATIOÑ AUn THE MGrUTU[IE OF THAT COI\RELATION. 

FUNC 1 FUNC 2 FUNC 3 FUNC 4 FUNC 5 

P15 0.856~O* 0.08177 -0.07876 -0.03856 -0.05690 

f50 
P22 
PolO 
P33 
P03 

PSI 
F'13 
PIS 
P28 
f'90 
f19 

-0.03273 -0.68562* -0.12645 0.03940 -0.11118 
-0.08119 -0.50830* -0.10006 0.01467 0.07822 
0.03690 0.41940* 0.40000 -0.15155 0.08069 
0.13431 0.14973i 0.07576 0.06u89 -0.02545 

-0.07787 -0.0%20* -0.03224 0.v5917 0.00779 

-0.02686 
0.00774 

-0.00947 
-0.01371 
-0.03600 
-0.02569 

0.12331 
0.08256 
0.059~3 

0.03312 
-0.02726 
0.l1óiJ7 

0.66607* 0.(;2055 
0.6644ói 0.06244 
0.64276* 0.04827 
0.58520* 0.03577 

-0.16637* 0.02538 
-0.12337* -0.05057 

-0.OU30 
-0.30410 
-0.23580 
-0.09322 
-0.02242 
-0.02651 

P14 -0.00429 0.02814 -0.03ó03 0.83946* 0.09633 
P&ó -0.OO~12 -0.08056 0.01948 0.13048f -0.04424 

Pl1 
f'S4 
P26 
P53 
f'24 
PSI 
P02 
fa3 
fóO 
P85 
P74 

-0.05601 
0.01654 

-0.02715 
0.10500 

-0.05773 
-0.03996 
-0.05902 
-0.01270 
0.06467 

-0.02163 
0.05646 

0.15248 
0.01389 
0.13349 

-0.05056 
0.15954 
0.02547 

-0.05949 
0.05537 

-0.12065 
0.03950 
0.04008 

-0.11015 0.02212 
0.08040 -0.05332 

-0.13102 
0.01111 

-0.16779 
-0.08008 
0.01378 
0.06511 
0.09196 
0.05533 
0.04638 

0.06321 
-0.02369 
0.10621 

-0.05413 
-0.03192 
-0.02737 
0.10873 

-0.02265 
0.03286 

0.55680* 
0.45520* 
0.32902* 
0.25778. 
0.23282* 
0.18967. 
0.18967. 

-0.13575* 
-0.13415* 
-0.07234* 
0.06743* 

TABLA 12. Correlaciones entre las funciones y las variables discriminantes. Las variables están or
denadas a partir de la función con mayor correlación y la magnitud de esta correlación. 

CANONICAL DISCRIHINANT FUNCTIONS EVALUATED AT GROUP HEANS (GROUP CENTROIDS) 

GROUP FUNC 1 FUNC 2 fUNC 3 fUNC 4 fUHC 5 

1 -0.18671 -1.69306 -0.99768 -0.11100 -0.15782 ., -0.21439 1.55796 2.08299 -0.08488 -0.18427 , 
3 -0.10051 1.71321 -1.89818 9.39080 0.84210 
4 10t68067 0.85354 -1.00557 -0.25706 0.85252 
6 -0.10246 1.12579 1.25340 -0.38248 2.23020 
7 -0.43057 1.07940 -0.78406 -0.20523 -0.07761 

TABLA 13. Valor de las funciones en la media de cada grupo. 
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podemos' ver los que realmente son muy distintos del resto. Por ejemplo. en la fun
ción 1 el grupo 4 se diferencia claramente del resto en su centroide. 

6.4. La clasificación de los individuos 

Pasemos ahora a estudiar la fase más interesante del análisis. comprobando su po
der de predicción o clasificación. 

Obtenidos los valores ca~ es posible calcular para cada individuo su valor discrimi
nante z correspondiente. Para ello. de acuerdo a la expresión Z = a' x, no tenemos 
nada más que multiplicar en cada individuo el valor de cada variable por su peso 
correspondiente. Posteriormente normalizamos estos valores z, de manera que pode
mos utilizar la tabla de la curva normal para estimar probabilidades de asignación. 

Ahora bien. nos podemos encontrar con problemas de clasificación en la llamada 
zona crítica. En dicha zona los valores Z¡ de cada individuo están muy próximos y no 
es posible. con certeza. decir que un individuo Z¡ pertenece a A o a B. 

Z¡ 

Individuo en 
zona crítica 

Entonces. para asignar un individuo a un grupo u otro tenemos que diseñar una 
regla de decisión. 

Pero antes veamos qué son las probabilidades a priori y a posteriori. 
Observamos a un individuo cualquiera que tiene un valor z, y nuestro problema eS' 

buscar una regla de decisión para clasificarlo en uno de los grupos; o dicho en otras 
palabras. buscar una regla de decisión que nos separe con el mínimo error posible los 
individuos pertenecientes a un grupo de los pertenecientes a otro. 

Pero. ¿disponemos de alguna información antes de efectuar la clasificación de los 
individuos. además de. naturalmente. el valor Z? ¿conocemos en la población la 
estructura probabilística del fenómeno que estamos estudiando? Puede ser que sí. y 
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RJNDAMENTOS DEL ANALISIS DISCRIMINANTE y SU APUCACION EN UN ESTUDIO ELEITORAL 

en nuesuo caso, en concreto, no estamos totalmente a ciegas. Este conocimiento de la 
realidad puede proceder de una encuesta anterior, del resultado de unas elecciones 
anteriores e incluso de los datos de la propia encuesta. Esta información, el estado en 
el que los individuos se encuenuan en la realidad es llamado «probabilidad a priori:. y 
se designará así: P(A), P(B) ... ete., con la condición, claro está, de que la suma de to
das estas probabilidades sea la unidad. 

Conviene recalcar que para calcular las probabilidades a priori, no hemos tenido 
en cuenta todavía los datos de la encuesta o al menos no todos, pero, en nuestro caso 
es aceptable suponer que a priori la probabilidad de votar PSOE no es la misma que 
la de votar PCE o CDS. Pues bien, la incorporación de esta probablidad a priori, me
jora la predicción final. 

Las probabilidades a priori inuoducidas han sido las siguientes: 

Grupo 

PSOE 
AP 
PCE 
CDS 
Ouos 
Abstención 

Probabilidades 
apnon 

0,44000 
0,28000 
0,01450 
0,02182 
0,04727 
0,19636 

Es decir, están en función del peso del propio grupo en el total de los 275 indivi
duos que han declarado su voto. Puede que esta probabilidad no sea del todo correc
ta, pero en cualquier caso es mejor que no considerar ninguna y pensar que a priori 
todos los grupos tienen la misma probabilidad. Si tuviéramos un conocimiento más 
exacto de la realidad, lo reflejaríamos en estas probabilidades a priori. 

Otra probabilidad a considerar es la llamada ca posteriori:. y es la que resulta del 
análisis, al normalizar los valores de Z de cada individuo. La designaremos así P(A/Z¡) 
y puede leerse como la probabilidad que tiene el individuo i de pertenecer al grupo A 
teniendo en cuenta las variables introducidas en el análisis. Se Uata de una probabili
dad condicional, ya que la pertenencia a un grupo está condicionada a la información 
de que se dispone. 

Pues bien, según Bayes, 

P(A/Z¡) = P(Z/A) . P(A) 
P(Z/A) . P(A) + P(Z/B) . P(B) 

(siendo P(A), P(B) ... etc., las probabilidades a priori), 
que es la regla de decisión utilizada para clasificar a un individuo que muestra un va
lor Z determinado. Y el individuo será asignado a aquel grupo en el que la probabili
dad P(W/Z¡) sea mayor. Si P(A/Z,) > P(B/Z,) será asignado a A. Si hay varios grupos 
será asignado a aquel que dé mayor probabilidad. 

Vemos que la tabla 15 nos proporciona para cada individuo el valor P(W/Z) (en la 
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tabla p(G/X) mayor alcanzado que corresponde con e! de! grupo al que se le atribu-
ye y e! siguiente mayor. 

CASE "IS ACTUAl HIGHEST PROBABILITY 2ND HIGHEST 
SUBflLE SEllHl»I UAL SEL ~OUP GROlP P(x/6) P(GlX) 6ROLf P(GIX) DISCRI"IHIIIIT SCOIíES 

NONltllE 1 UHGIlPD 7 0.2987 0.9366 2 0.0631 0.1535 2.9JóO -1.0557 -0.3286 -0.8273 
HOHtVIE 2 UHGRPD 1 0.7574 0.9668 7 0.0332 0.1456 -1.3166 -0.7615 -0.3861 -0.8365 
NOHAIIE 3. 1 1 0.8339 0.9963 7 0.0037 -0.0001 -2.4JC'A -0.8452 0.2460 -0.9407 
NOHAIIE 4 2 u. 7 0.6959 0.9155 2 0.0826 -0.6117 2.3407 -1.4125 -0.9036 -0.6848 
NOHAItE 5 1 1 0.6379 0.9989 70.0011 -0.2402 -3.1840 -1.0843 D.4829 -0.6458 
NOHAIIE 6 2 2 0.6575 0.9808 60.0188 0.2094 1.8430 3.3135 0.5181 -0.7712 
NOHAIiE 7 1 1 0.9JC'J3 0.9836 7 0.0164 -0.2556 -1.7969 -0.9897 -0.3401 -0.6718 
NOHAKE 8 IIH6RPD 6 0.0000 1.0000 1 0.0000 3.9704 0.1713 1.79n -0.5212 1.7169 
IIONAIIE 9 1 1 0.9318 0.9962 7 0.0038 -0.1302 -2.n48 -0.8562 0.1308 -o.IJii2 
NOIWtE 10 7 7 0.4313 0.7245 1 0.2661 -1.1941 0.8697 -1.9449 -0.3421 -0.3256 
lIOHAIiE 11 lIHGRf'D 7 0.2305 0.9790 40.0169 -0.8632 -0.5053 0.2618 -O.m4 1.9665 
NOHAtíE 12 UNGRPD 2 0.9349 0.9775 60.0211 -0.0513 1.9321 3.1517 -0.1710 -0.2630 
NOIWIE 13 1 1 0.9035 0.9825 7 0.0175 0.0281 -1.6542 -0.8736 -0.1460 -0.8931 
HiWII!E 14 '] '] 0.4262 0.9611 20.0369 -1.0383 1.6629 -0.9201 -0.1892 1.6386 
NO/WIE 15 7.U 1 0.9321 0.9669 7 0.0331 -0.6120 -1.3451 -1.2853 -0.4869 -0.0243 
NOHAIIE 16 '] 7 0.6667 o.nu 2 0.2073 -O.J044 1.2360 -1.1011 0.2138 -1.6714 
NOHAItE 17 2 2 0.2253 0.9907 7 0.0080 -0.7260 0.5751 2.5126 0.1851 -0.7197 
NOHIIIfE 18 2 2 0.9070 0.8m '] 0.1008 -0.5396 1.7699 1.0941 -0.4086 -0.0356 
NOHAIIE 19 1 1 0.9611 0.9949 7 0.0051 0.0269 -2.3704 -0.7402 0.0756 -0.4208 
NOHAIIE 20 1m 7 0.2197"0.7820 10.2m -1.0117 -0.7414 -0.4518 -0.4628 1.6798 
NOIIIII1E 21 7 7 0.7JJJ 0.9314 20.0356 -0.9531 1.5265 -1.7494 -0.6227 -0.6355 
NOIIAIIE 22 UNGRPD 7 0.9309 009380 2 0.0516 -0.7148 1.8017 -1.6647 -0.2948 -0.6916 
NOHAIIE 2= UNGRPD 1 0.0190 0.7836 7 001688 0.7254 -0.4619 -1.06n -0.2717 -1.n7J 
NOHAIIE 24 1 1 0.9252 0.9919 7 0.0081 -0.0886 -2.0434 -1.0293 0.0503 -0.9647 
lIIlNAHE 25 6 60.2985 1.0000 20.0000 -0.8013 1.6416 1.1416 -1.7857 5.7715 
NONAItE 26 2 2 0.7803 0.9690 6 0.0293 0.0616 1.8703 3.2483 -0.3341 -0.2644 
HOIWIE 27 2 2 0.8223 0.9830 60.0165 0.1013 1.8070 3.2881 D.4064 -0.5787 
NOHAIIE 28 1 1 0.2373 0.9299 70.06n 0.1987 -0.6316 -1.4520 -0.4110 1.2230 
NOHAIE 29 UllGRPD 7 0.3031 0.6443 20.3553 -0.9119 0.Jó03 1.1216 -0.6202 0.8054 
NOHIIIIE 30 1 1 0.9421 0.9925 70.0075 -0.3583 -2.2543 -1.1462 0.1662 0.1407 
IIOHAIIE 31 IINGRPD 1 0.2671 0.9763 7 0.0237 0.4110 -0.9784 -0.8812 0.2759 1.4051 
HOHAIIE 32 IJIGRPD 7 0.6020 0.9616 20.0251 -0.3816 1.6431 -1.6760 o.s947 0.9327 
MOtWtE 33 UllGRPD 7 0.8872 0.9366 2 0.0610 -0.3347 2.1483 -1.5218 O.UOO -0.8585 
NOIWI[ 34 1 1 0.3496 0.9914 70.0086 0.5798 -0.9944 -0.9154 0.5993 D.6782 
l«IIWtE 35 UHGRPD 2 0.0827 0.7316 7 0.2252 0.0995 1.9572 1.2328 0.m4 1.6962 
NOIWIE 36 II~RPD 7 0.8394 0.9665 2 0.0331 -0.4661 2.6604 -1.4442 -0.3421 -0.9176 
HDHAIfE 37 UHGRf'D 1 0.1189 0.9710 70.0289 0.4448 -1.1456 -0.9975 0.7588 1.2917 
lOWtE l8 IIOORPD 2 0.7910 0.9832 60.0126 -0.5347 1.2491 2.9057 -0.4848 0.0922 
NOHAIi: 39 7m 1 0.5247 0.8361 7 0.1623 -0.0607 -0.5219 -0.9644 -0.6415 -0.8549 
NO!IAIIE 40 IIHGRPD 7 0.3472 009207 30.0448 -0.1836 1.J8SS -1.5083 1.0384 D.4518 
NIINAHE 41 1 1 0.0559 0.9108 70.086J -1.4689 0.3101 -2.0365 -0.0896 -0.81"4 
NOHAItE 42 UHGRPD 1 0.8756 0.9880 7 0.0120 -0.5224 -2.3262 -1.0893 -0.5328 o.un 
NOHIIIIE 43 UHGRPD 2 0.8569 0.8743 7 0.1161 -0.5617 1.5568 1.1086 -0.4121 0.5764 
NOHAItE 44 2 2 0.1211 0.9940 7 0.0039 -0.5240 0.4157 J.0175 0.6915 -0.2547 
lIOHAItE 45 UH6RPD 7 0.9279 0.9310 20.0628 -0.5527 1.8557 -1.6265 -0.1272 -0.9804 
NOIWtE 46 UHGRPD 2 0.5793 0.8538 7 0.1461 -0.7310 1.5010 0.9988 -0.7340 -0.4570 
/IONAKE 47 IIHGRPD 7 0.8604 0.9438 2 0.0551 -0.4639 2.3135 -1.3473 -0.0513 -1.1915 
IIOHAIIE 48 1 1 0.2585 009650 70.0302 0.5885 -0.8015 -0.6246 0.2843 -1.0307 

TABLA 15. Cuadro de clasificación del análisis parcial. 

y así podemos ver cómo e! partido al que e! individuo ha declarado su intención 
de votar en la encuesta puede no corresponder con e! partido al cual le ha asignado e! 
análisis. Cuando no coinciden e! partido o grupo al que le atribuye e! análisis con e! 
declarado por e! sujeto, e! programa anota 3 asteriscos. 
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Pues bien, hasta ahora sólo hemos tenido en cuenta a los 275 sujetos que han 
declarado su voto y por lo tanto formaban parte de alguno de los 6 grupos consti
tuidos a priori. Pero nada hemos dicho todavía de los 217 que no declaran intención 
de voto y por lo tanto no es posible atribuirles a grupo alguno. Son los que en la 
tabla 15 aparecen con el nombre de cungrpd:. (no agrupados). 

Pues bien, el análisis pasa por cada uno de ellos las funciones discriminantes y 
calcula una probabilidad de penenencia, atribuyéndoles a aquel grupo en el que con
siga un mayor valor. He aquí, pues, el otro objetivo del análisis, su capacidad de pre
dicción. 

De esta manera podemos construir la llamada cmatriz de confusión:. que relaciona 
los valores reales de penenencia a grupos con los valores predichos por el análisis 
(tabla 16). 

CLASSIFICATION RESULTS -

NO. OF PREDICTED GROUP MEMBERSHIP 
ACTUAL GROUP C~B 1 2 3 6 7 

GROUP 1 121 110 O O 2 S 
90.9% 0.8% 0.0% 0.0% 1.1% 6.6% 

GROUP 2 77 ., óa O O 6 .. 
2.6% 08.3% 0.0% 0.0% 1.3% 7.8% 

GROUP 3 -4 O O -4 O O O 
0.0% 0.0% 100.0% 0.0% 0.0% 0.0% 

GROUP 6 1 O O 5 O O 
16.7% 0.0% 0.0% 8J.3% 0.0% 0.0% 

GROUP 6 13 O 6 O O 7 O 
0.0% 46.2% 0.0% 0.0% 53.8% 0.0% 

GROUP 7 54 13 10 1 O 1 29 
24.1% 18.5% 1.9% 0.0% 1.9% 53.7% 

UNGROUF'ED CASES 217 71 44 J J 9 87 
32.7% 20.3% 1.4% 1.4% 4.1% 40.1% 

PERCENT OF 'GROUPED' CASES CORRECTLY CLASSIFIED: 81.09% 

TABLA 16. Matriz de confusión. Relaciona pertenencias reales con las predichas por el análisis. 

Vemos que en el 81,09% de los casos, el valor real de penenencia al grupo decla
rado por el sujeto coincide con el predicho por el análisis. Este es un excelente resulta
do. Los casos de no coincidencia pueden deberse a múltiples causas, entre otras a que 
el sujeto no haya sido sincero en su declaración de intención de voto. 
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En cualquier caso lo más imponante es que los 217 sujetos que no han declarado 
intención de voto, el análisis los atribuye a grupos concretos. 

Individuos anónimos 

Números absolutos % 

PSOE 71 33 
AP 44 20 
PCE 3 1 
CDS 3 1 
Otros 9 5 
Abstenciones 87 40 

Total 217 100 

Ahora podemos agregar al voto declarado en la encuesta, el voto predicho por el 
análisis de estos 217 individuos. 

Voto declarado 
+ 

Voto declarado Voto predicho 
(275) (496) 
(%) (%) 

PSOE 44 39 
AP 28 25 
PCE 1 1 
CDS "2 2 
Otros 5 5 
Abstenciones 20 28 

Total 100 100 

Apéndice 

Variables utiliZlldas en el análisis 

P.15. Pregunta sobre la imponancia que le da el entrevistado a un determinado problema de 
tipo económico. La respuesta se recoge en una escala de O a 10 puntos. 

P.50. ¿Votó PSOE en las últimas elecciones? Si-No. 
P.14. Pregunta sobre la importancia que se da a un problema nacional de tipo autonómico. 

Respuestas de O a 10. 
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P.53. ¿Votó al CDS? Si-No. 
P.5l. ¿Votó a AP? Si-No. 
P.22. Pregunta acerca del partido que mejor puede resolver un problema nacional de tipo eco

nómico. La respuesta es: PSOE-otro. 
P.54. ¿Votó a VeD? Si-No. 
P.ll. Pregunta por la imponancia que se da a un problema nacional de tipo social. La res

puesta de O a 10. 
PAO. ¿Autoubicación política del entrevistado en una escala de O a 7? 
P .26. Pregunta sobre cuál es el partido que mejor puede resolver un problema nacional de ti-

po autonómico. La respuesta es: PSOE-otro. 
P.03. ¿Tamaño del municipio de residencia? 
P.86. Pregunta si el entrevistado tiene una determinada ocupación. La respuesta es: Si-No. 
P.85. Pregunta similar a la anterior, pero preguntando por otra ocupación. 
P.13. Pregunta por la imponancia que da el entrevistado a un determinado problema de tipo 

nacional. La respuesta: Si-No. 
P.90. ¿Actitud hacia la religión? Las respuestas en una escala de 1 a 5 puntos. 
P.19. Pregunta sobre el acuerdo del entrevistado con una determinada frase en relación a la 

autonomía de la región. La respuesta es: Acuerdo-Desacuerdo. 
P.28. Igual que la anterior pero con una frase sobre las instituciones regionales. 
P.8l. Pregunta si el entrevistado tiene una determinada ocupación. La respuesta es Si-No. 
P.60. ¿El sexo del entrevistado es hombre? ¿Sí-No. 
P.02. ¿Edad? 
P.33. ¿Nivel de estudios? 
P.24. ¿Ingresos? 
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7. Aspectos teóricos del análisis de cluster y aplicación a la 
caracterización del electorado potencial de un partido 

por Emilio Mtzrtínez Ramos 

7.1. Introducción 

El objetivo del análisis de cluster es el siguiente: dado un conjunto de individuos 
(M) y teniendo de cada uno de ellos una información (N), el análisis será capaz de 
clasificarlos en grupos de manera que los individuos penenecientes a un grupo (y 
siempre con respecto a la información de que se dispone) serán tan similares como sea 
posible. Así pues, un cluster es para nosotros un conjunto de individuos similares. De 
todas maneras, cualquier definición que se dé del cluster a estas alturas, sin profundi
zar más en el análisis, será ambigua, porque la propia defmición de un cluster está en 
función de los algoritmos de clasificación que se hayan empleado para agrupar a los 
sujetos; los cuales pueden ser muy simples, con un fondo estadístico muy sencillo (co
mo por ejemplo muchos de los utilizados en biología) o muy complicados. 

Esta técnica de clasificación tiene su origen en la biología, ciencia en la que el 
problema de la clasificación de las especies adquiere gran relieve. El propio Roben R. 
Sokal (1977) decía que la clasificación es uno de los procesos fundamentales en la 
ciencia y que los fenómenos deben ser ordenados para que podamos entenderlos. 

En este autor, Roben R. Sokal, y en P. H. A. Sneath arranca una de las líneas 
más fecundas del análisis cluster. Los libros The principIes 01 numerictJI taxonomy 
(1963) y Numen·caltaxonomy (1972) son aponaciones decisivas para el progreso de es
ta técnica de clasificación automática. 

Aunque esta técnica naciera en la biología, ha sido después aplicada con éxito en 
muchos campos, incluido el campo de la sociología empírica, pero especialmente en 
medicina, psiquiatría, arqueología, antropología. 

En el siguiente cuadro se reflejan los pasos fundamentales del análisis que explica
remos en las páginas siguientes: 

~UiZ :icial ;e ~- 1 
datos. dad entre indivi-

Esuuctura arboles-
cente. 

Criterio duos. algoritmo de 
de simila- clasificación. 
cidad. 

exposición 
gráfica. 
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Como en otras técnicas del análisis de datos, panimos de una matriz variables/in
dividuos, N x M, siendo N el número de variables que hemos tenido en cuenta y M 
el número de individuos 1. Esta matriz no es otra cosa que el cuestionario cumplimen
tado por la persona entrevistada. En esta matriz el valor de una celdilla representa la 
contestación de un individuo a una variable concreta. Estas variables pueden ser de 
cualquier tipo, ordinales, nominales o intervales, e incluso será posible realizar el aná
lisis con distintos tipos de variables a la vez. 

En este tipo de análisis deberemos poner especial cuidado en la selección de las va
riables de panida que van a caracterizar a cada individuo y en función de ellas se van 
a agrupar. Hay que tener en cuenta que en este análisis, a diferencia de otros, no hay 
variable dependiente. Los grupos, aquí, se configuran por sí mismos. De ahí también 
el carácter exploratorio de este análisis -como deáa Kruskal (1977: 17) caplicar el 
cluster analysis para vagos propósitos». Junto a una buena selección de las variables 
(para lo cual tal vez sea necesario realizar previamente otro tipo de análisis de datos) 
habrá también que poner especial cuidado en el criterio de similaridad que se utilice. 
Como veremos, la literatura sobre el tema y los programas de ordenador disponibles 
nos muestran una amplia gama de criterios. Igualmente deberemos seleccionar uno de 
los procedimientos de agregación o desagregación de los sujetos, mejor llamados algo
ritmos de clasificación, que nos presentan los programas al uso. 

Aunque el objetivo prioritario del análisis es la clasificación de los sujetos, cabe 
dotarle de una ciena capacidad de predicción. Si un sujeto penenece a un grupo de
terminado en el que existe un alto grado de homogeneidad en relación a un conjunto 
de variables, por ejemplo relativas a la actitud política, será posible atribuir a dicho 
sujeto, con un cieno riesgo, el valor de una caracterlStica que le define pero que des-
conocemos porque no la ha declarado, por ejemplo, la intención de voto. . 

De acuerdo con el esquema anterior, vamos a reflexionar primero sobre la elección 
de las variables y sobre los criterios de similaridad, y después sobre el proceso de agre
gación o desagregación de los sujetos o algoritmos de clasificación. 

7.2. Selección de las variables y criterios de distancia y similaridad 

A la hora de analizar los datos nos encontramos con los siguientes problemas que 
nos pueden plantear las variables seleccionadas. Fundamentalmente hay tres proble
mas: 

-que las variables estén en diferentes unidades 
-que las variables estén correlacionadas 
-que haya un número de variables muy grande. 

En el caso de que las variables estén expresadas en diferentes unidades, lo que es 
habitual en las investigaciones sociológicas, convendrá cno~malizarlas» (llevarlas a una 

1 Puede leerse en c:llibro FJémenls rI'analyse de rIonnées de E. Diday y otrOS, diferentes tipos de tablas 
en que pueden venir los datos. Por la brevedad de este artículo nosotros nos referimos a la tabla de datos 
más habitual, que rc:laciona los individuos con las variables a través de un número. Esta tabla se: llama cuan
titativa. 
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métrica común), con objeto de evitar las posibles incidencias en los grupos formados a 
posteriori. 

Normalizar una variable como sabemos es evitar la incidencia de su unidad de me
dida. Por ejemplo, si una variable es el ingreso familiar y otra variable es el número 
de hijos, observamos que ambas variables tienen distinta unidad de medida y que la 
variable .:ingresos:. tiene un espectro mucho más amplio de posibles valores; de mane
ra que, en esta variable, los cambios de un individuo a otro pueden ser muy grandes, 
e influir decisivamente en el índice de similaridad, y por lo tanto en la formación fi
nal de los grupos. 

Así pues, nos interesa eliminar ese efecto y llevar ambas variables a la misma uni
dad, para lo cual es necesario «normalizar:.. La fórmula más-habitual para normalizar 
una variable es: 

x-x 
u 

donde X es el valor de la variable, X su media y u su desviación típica, de esta forma, 
siempre, la variable normalizada tendrá la media O y la varianza l. 

Para resolver el segundo y tercer problemas deberemos usar el método de los com
ponentes principales que, como sabemos, reduce el número de variables a aquellas 
más significativas, las que explican una mayor cantidad de varianza y que no están 
correlacionadas entre sí (véase Batista, en este mismo libro) 2. 

El método de los componentes principales es una simple rotación de los ejes de la 
que resulta un nuevo conjunto de coordenadas para cada punto. Aunque hayamos 
efectuado una rotación de los ejes, las distancias entre los puntos no han sido modifi
cadas si la matriz de panida es no singular; y si es singular, la distancia antes es mayor 
que la distancia después de la rotación, debido a que incluye información redundan
te. Una matriz singular quiere decir que una variable está exactamente determinada 
por una combinación lineal de otras variables. 

Cuantas más componentes utilicemos la distancia entre dos puntos después de 
aplicar la técnica de los componentes principales se aproxima cada vez más a la distan
cia entre los puntos sobre el espacio de las variables originales. Cuando el número de 
componentes sea el total posible (tantos como variables), entonces las distancias deri
vadas de ambos espacios son las mismas, claro está, siempre teniendo en cuenta que la 
matriz sea no singular. 

En este caso, cuando hemos utilizado todos los componentes principales, las dis
tancias son euclideanas y están todas ellas dentro de una elipse multidimensional. Si 
utilizamos, como es costumbre, sólo algunos de los componentes principales, dos o 
tres, es lo mismo, también nos encontraremos con distancias (distintas a las del espa
cio de las variables originales) dentro de una elipse formada por menos dimensiones. 

2 El efecto de esta solución dependerá de la t«nica de clasificación utilizada. En el caso de algunas téc
nicas basadas en la optimización (algoritmos de asignación), el uso de las componentes principales sólo ser
virá para reducir el número de variables (véase Everitt, 1974: 48-49). En este caso, para resolver los proble
mas de estandarización y de correlación entre las variables es necesario utilizar la distancia de Mahalanobis 
(véase infrll). 
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Un último problema que vamos a mencionar es el hecho de que no todas las va
riables tienen la misma imponancia desde el punto de vista del problema sociológico 
que nos planteamos. 

El hecho de que una igual distancia geométrica entre los puntos, puede no indicar 
una igual distancia desde un punto de vista sociológico es imponante tenerlo en cuen
ta, y nos introduce en el tema de la ponderación de las variables. 

Precisamente una forma para ponderar la imponancia de las variables consiste en 
estandarizar los componentes principales. Esta estandarización convenirá la elipse 
multidimensional en una esfera multidimensional. 

Para resolver dos de los problemas que acabamos de mostrar, uno el de la correla
ción entre variables y otro el de que las variables vengan en distintas unidades, se 
suele utilizar la distancia de Mahalanobis. 

A panir de la matriz de datos de entrada podemos medir lo similares que son dos 
individuos genéricos en función de los valores que en cada uno de ellos tomen las va
riables introducidas. Para medir esto es necesario elegir un criterio de similaridad. Su
pongamos que tenemos dos individuos que han contestado a un cuestionario de 60 
preguntas, pues bien, deberemos cuantificar lo similares o 'no que son esos dos indivi
duos en función de sus contestaciones a esas 60 preguntas. No podemos decir que son 
!lluy o poco similares, debemos llegar a una cantidad que mida exactamente su simi
laridad. 

En este sentido existe una legión de índices de similaridad y de distancia entre in
dividuos, yel investigador debe ser consciente de cuál está usando en cada momento. 

La mayor pane de ellos pueden ser clasificados en 1) criterios basados en la distan
cia (considerando a los individuos como- vectores en un espacio n-dimensional (aparta
dos 7.2.1 y 7.2.2) 2) criterios basados en coeficientes de correlación (7.2.3 a 7.2.5); 3) 
coeficientes basados en tablas de datos de posesión o no posesión de una serie de atri
buciones (7.2.6). Veamos algunos de ellos. 

7.2.1. La distancia euc/ideana 

Esta medida de similaridad es la de más fácil comprensión. Si tenemos dos sujetos 
y dos variables que les definen puede comprenderse la noción de distancia entre ellos, 
sin más que considerar a los individuos como puntos de un espacio de dos dimen
siones (tantos como variables) y a la variable como la proyección de esos puntos sobre 
los ejes de coordenadas. 

1 

---------------------x 
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Si los individuos están situados en el punto 1 y 2 del plano y los valores de las va
riables son las proyecciones de cada punto sobre los ejes (que representan las variables) 
entonces la distancia entre ellos es: 

d12 = j (x, - Xl)' + (y, - Jl)' 

Si en vez de dos dimensiones (variables), tenemos n dimensiones, la distancia 
entre el punto 1 y 2 será imposible representarla pero fácil expresarla algebraicamente 
ya que lo único que tendremos que hacer es generalizar la fórmula anterior a n casos. 

t (x2• - x1,F 
.=1 

en la que k representa el número de dimensiones o variables. 
Si tenemos m individuos llegamos a la siguiente expresión 

d1. = ~ ~ (X:L - X.L)2 IJ __ 11ft J" 

i,/= l·. = I 

en notación matricial: 

ti;¡ = (Xi - x¡) '(Xi - x¡) = d' d 

Naturalmente, cuanto menor sea la distancia entre dos puntos (individuos) más si
milaridad hay entre ellos. 

7.2.2. La distancUz de Mahalanobis (J 936) 

Si decíamos que la distancia euclideana en notación matricial era: 

~ = (Xi - Xi)'(xi - Xi) = d' d 

La distancia de Mahalanobis, también en notación matricial es: 

~ = (Xi - X)' W-I(Xi - X¡) 

Siendo W la matriz de covarianza. 
Como sabemos, la distancia en un espacio vectorial euclideano está configurada 

por dimensiones que serán vectores unitarios. La distancia de Mahalanobis no es del 
espacio euclideano, sino que nos situamos en otra métrica. 

Un espacio con distinta métrica a la euclideana significa que se han ponderado las 
variables, se las ha llevado a una misma unidad de medida. 

La ventaja de la distancia de Mahalanobis sobre la distancia euclidea es que permi
te que las variables estén correlacionadas. En el caso de que las correlaciones sean cero, 
la distancia de Mahalanobis es igual a la euclídea medida con variables estandarizadas. 
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7.2.3. FJ coeficiente de co"elación producto momento de Pearson 

Uno de los coeficientes más empleados para medir la similaridad entre dos indivi
duos es el coeficiente de correlación de Pearson. Generalmente se emplea para datos 
de tipo cuantitativo y preferente en el sistema Nearest neighbour que explicaremos 
más adelante. 

7.2.4. Coeficiente de co"elación de rangos de Kendall 

Este coeficiente se usa cuando en la tabla de datos de entrada los individuos orde
nan una serie de características. 

Kendal propone un coeficiente T (tau) para comparar dos órdenes. Consideramos 
dos individuos ij que ordenan simultáneamente una serie de caracterlSticas, o una se
rie de individuos que son ordenados por dos jueces. 

Se establece el número de concordancias y el número de discordancias. Para ello se 
calculan todas las parejas posibles. Por ejemplo si se está ordenando a una serie de in
dividuos por dos jueces, tomamos una pareja ij; hay concordancia si el orden de i j es 
igual en los dos jueces, es decir si i está delante de j en el 1. er juez y también lo está 
en el 2. o juez. Hay discordancia si sucede lo contrario. 

La fórmula es: 

2 
T = (a - b) 

n(n - 1) 

Si hay concordancia total T vale 1 y si hay discordancia total T vale - 1. a es el nú
mero de concordancias y b el número de discordancias. n(n - 1) es el número total 
de parejas. La fórmula propiamente es 

a-b 
T = 

n(n - 1) 

2 

7.2.5. Coeficiente de co"elación de rangos de Spearman 

Este coeficiente se usa cuando tenemos variables ordinales. Por ejemplo una serie 
de n sujetos son clasificados por dos jueces. A una clasificación la llamamos x, a la 
otra y. 

" 6 ~ (x, - y,)2 
,-1 
n(n2 

- 1) 
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o también 

[

4 ~ XoYo] 
_ 3 ~' , - (n + 1) 

Ts - ---
n - 1 n(n + 1) 

Xi - Yi es la diferencia entre la posición del individuo i según X y según y. 

7.2.6. Los coeficientes de asociación (paTa variables dicotómicas) 

Si las variables que defmen a la población son dicotómicas, es decir de 
presencia/ausencia; posesión/no posesión, es posible emplear un coeficiente de simi
laridad entre sujetos llamado matching type y que es muy sencillo. Consiste en es
tablecer un cociente entre el número de coincidencias en las variables entre cada dos 
individuos y el total de variables. Existe una amplia gama de coeficientes matching ty
pe, expondremos algunos de ellos. 

Si tenemos dos individuos definidos por cinco variables, del tipo de las anunciadas 
anteriormente, de posesión/no posesión, y codificamo~ la posesión con un 1 y la no 
posesión con un o. 

Individuos 

A 
B 

a 

1 
O 

Un coeficiente de similaridad sería: 

b 

1 
1 

m 
M 

Variables 
c 

O 
O 

d 

O 
1 

e 

1 
O 

Siendo m el número de variables que son comunes a los dos individuos (concordancia) 
y M el número total de variables. En el ejemplo el coeficiente e sería 2/5. 

Otro posible coeficiente sería: (Tanimoto) 

Siendo h, en este caso, el número de variables codificadas con un 1 para los dos indi
viduos, y H el número de variables codificadas con un 1. 

v = t X A)1 - XB} = XAJÁl - X Bb) + X Ab(1 - X Bb) + XA~(1 - X&) + 
1=11 

+ XAJ..! - X BtI) + XAt'(1 - X&) = 1(1 - O) + 1(1 - 1) + 0(1 - O) + 
0(1 - 1) + 1(1 - O) = 2 
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Llamemos a U: 

Teniendo en cuenta esta nomenclatura veamos algunos índices de similaridad. To
dos estos índices de similaridad varían de O a 1. 

RUSEEL-RAD 
R 1 

C3 = - = 
U 5 

KENDALL C. 1- V+T = 1-~= 1-2=1.--2=~ 
U 5 5 5 5 5 

)OCCARD C~ 
R 1 

ROGER yTANIMOTO C
6 

= U - (T + V) 
U + (T + V) 

5 - (1 + 2) 

5 + (1 + 2) 

YULE C7 = 
R5 - TV 1.1 - 1.2 1 

= --
R5 + TV 1.1 + 1.2 3 

OCHIAI Cs = 
R 1 

(R + n(R + V) (1 + 1) + (1 + 2) 

1 

4 

2 

8 

1 
-
6 

BRAVAIS-
PEARSON e = R5 - QTV 1.1 - 1.2 1 

1 

4 

9 (R + 1)(R + V)(5 + 1)(5 + V) (1 + 1)(1 + 2)(1 + 1)(1 + 2) 18 

SOKAL y SNEATH ClO = 
R + 2(T + V) 

R 

KULCZINSKY (1) R 
T + V 

1 

1 + 2(1 + 2) 

1 

1 + 2 
1 

3 

1 

7 

OtroS coeficientes de asociación para tablas O, 1 ó matrices lógicas pueden consul
tarse en los libros y artículos de R. P. Sokal y P. H. A. Sneath (1963, 1973), o en el 
libro de). P. Benzecri (1976). Recogemos a continuación algunos de estos coeficientes 
del último autor citado, para lo cual habrá que definir la siguiente nomenclatura. 
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Sobre el ejemplo anterior: 

Variables 
Individuos a b c d e 

A 1 1 O O 1 
B O 1 O 1 O 

llamando a R, S, TyV, 

e 

R = E XA¡XBj = X~& + XA,)(Bb + XAX& + XAJXBJ + 
j=6 

+ XA)(Be = 1.0 + 1.1 + 0.0 + 0.1 + 1.0 = 1 

S = t (1 - XA¡)(l - XB) = (1 - XA,,)(l - X&) + (1 - X Ab)(l - X Bb) + 
,=" 

+ (1 - X Ac)(l - X&) + (1 - X AJ)(l - XBJ) + (1 - X Ae(1 - X Be) = 

= (1 - 1)(1 - O) + (1 - 1)(1 - 1) + (1 - 0)(1 - O) + (1 - O) + 
(1- 1) + (1 - 1)(1 - O) = 1 

T = t (1 -XAj)XBj = (1 - X"",)X& + (1 - X Ab) X Bb + (1 - X Ac) X& + 
j=6 

+ (1 - X AJ) X BJ + (1 - X Ae) X Be = (1 - 1)0 + (1 - 1)1 + (1 - 0)0 + 
(1 - 0)1 + (1 - 1)0 = 1 

KULCZINSKY (2) Cl2 = 
R 1 1 1 1 

+ ----
2 R + T R+V 2 1 + 1 

1 1 1 1 5 
+ --- =-- + -

1 + 2 2 2 3 12 

CH = 
2R 2.1 2 

-
2R + T + V 2.1 + 1 + 2 5 

DICE I SORENSEN 

De todos estos coeficientes, de acuerdo con Everitt (1974) quizá los más 
utilizados sean el C~ y el Cn. 

7.2.7. Coeficiente de asocillción paTa variables binarias, culllitativas y cuantitativas 

Gower (1971) defme un coeficiente que se puede utilizar con cualquier tipo de 
datos. 

S" = t S"I/ t W"i 
"-1 "-1 

173 



El peso W¡j~ es igual a loa O dependiendo de que la comparación considerada sea 
válida para la variable k, y, excepto en e! caso de variables dicotómicas, este peso sólo 
puede ser cero cuando se desconozca e! valor de la variable k para uno o ambos de los 
individuos. En e! caso de variables dicotómicas W¡j~ es igual a cero cuando la variable 
k esté «ausente_ en ambos individuos. 

Los valores de Sij~ se calculan de la siguiente manera: 

• Datos binarios: en este caso e! coeficiente de Gower es igual al coeficiente de 
Joccard (C) en e! apartado anterior). 

• Datos nominales: en este caso SijtR es igual a 1 si los dos individuos son iguales en 
la variable k, y Sift"k = O cuando difieren. 

• Datos intervales: en este caso SijiR = 1 - 1 X¡~ - Xj~I/ R~, donde Xiii es e! valor 
del individuo i en la variable K, y R~ es e! recorrido de la variable. 

Tomando e! ejemplo de Everitt (1974: 55 y 56) vamos a mostrar e! cálculo de! co
eficiente de Gover. 

Altura Peso Color Color 
(pulgadas) (libras) de ojos de pelo 

Individuo 1 66 120 Azul Rubio 
Individuo 2 72 130 Verde Negro 
Individuo 3 70 150 Azul Rubio 

Veamos e! coeficiente de similaridad para los individuos 1 y 2. 

(1- 166 -721/6) + (1- 1120 -1301/30) + O + 0+1 

5 

De igual forma calcularíamos Su = .446 Y S23 .220. 

7.2.8. Transformación de distancias a similaridades: 
coeficiente de similaridad de Cattell 

Fuma I 
no fuma 

Fuma 
Fuma 

No fuma 

0.334 

Digamos que la diferencia más aparente entre las distancias y las similaridades es 
que mientras que las primeras pueden tomar cualquier valor positivo, las segundas só
lo aceptan valores entre O y 1. Sin embargo, es posible transformar cualquier distancia 
en una similaridad, por ejemplo mediante una transformación como la de Cattell. 

El coeficiente de Cattell es una transformación monótona de la distancia euclide
ana, cuando las variables están normalizadas y tienen varianza la unidad. 

Toma la siguiente expresión: 

c = ------
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En la que i_es el número de dimensiones o variables; n es el número de pares; d}k 
es la distancia euclideana al cuadrado con variables normalizadas entre los individuos 
j y k; E; es dos veces el valor X2 para n grados de libertad. Este coeficiente varía de + 1 
a -1. 

7.3. Algoritmos de clasificación 

De acuerdo con los criterios de similaridad y distancia dados en las páginas ante
riores, ya tenemos formada una matriz de similaridad entre los sujetos. Ahora debe
mos estudiar la manera cómo se pueden formar los grupos de individuos. En cada ca
silla de la matriz de similaridad o de distancia tenemos un número que es reflejo de 
la medida de similaridad entre cada par de sujetos. Esta matriz, por ser simétrica, sólo 
utiliza la mitad de las posiciones y, además, la diagonal no tiene sentido ya que nos 
daría la similaridad de cada sujeto consigo mismo. 

Individuos 

1 
2 
3 

N 

Individuos 
1,2,3, ............... N 

Para la constitución de los conglomerados o clusters caben diferentes procedimien
tos. En este apartado vamos a hacer mención a técnicas jerárquicas, técnicas basadas 
en la partición y a otras técnicas no clasificables en los grupos precedentes, como el 
análisis factorial de tipo Q. Dentro de las técnicas jerárquicas, las más simples y comu
nes, cabe distinguir entre métodos aglomerativos o ascendentes y métodos disociativos 
o descendentes. En los primeros, mediante la utilización de algún criterio se van agru
pando los individuos en cada paso hasta llegar a un conglomerado que engloba a la 
totalidad. En los segundos, partiendo del conjunto de los individuos como un conglo
merado y siguiendo también algún criterio, se procede dividiéndolos en grupos más 
pequeños y homogéneos hasta llegar en última instancia a cada uno de los sujetos co
mo conglomerado más simple y de máxima homogeneidad. Entre los métodos aglo
merativos o ascendentes incluimos en este trabajo el método de las distancias 
mínimas, el método de las distancias máximas, el método de las distancias entre 
centroides y el de las distancias ponderadas. Respecto de los métodos divisivos o des
cendentes incluimos el de William y Lambert. 

Las técnicas de partición difieren de las técnicas jerárquicas en el hecho de que ad
miten reasignación de los individuos (objetos) con el fin de corregir en una etapa pos
terior una mala partición inicial. La mayoría de estas técnicas se pueden describir co-
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mo intentos de asignar los individuos a conglomerados tratando de optimizar algún 
criterio predeflOido. Como ilustradón de esta técnica incluimos el método K-means 
(MacQueen, 1966), que será el que se utilice en el ejemplo que utilizamos en este tra
bajo. 

El último de los métodos que vamos a explicar es la técnica Q del análisis facto
rial, que consiste en agrupar los individuos en lugar de las variables. 

7.3.1. Método de las distancias mínimas 

En inglés llamado Single Linkage o Nearest Neighbour. El proceso comienza con 
todos los individuos, considerados cada uno como un cluster separado. En primer lu
gar se calcula la distancia entre cada par de individuos. El proceso continúa uniendo 
un individuo a un cluster o un cluster a un cluster, de acuerdo al criterio de la 
mínima distancia entre los dos individuos más próximos, peneneciendo cada uno a 
cluster separados. En cada etapa del proceso el número de cluster formados disminu
ye. 
- Veamos un ejemplo. 

Vamos a suponer que tenemos 6 individuos y que las distancias entre ellos vienen 
representadas en esta matriz. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 2 

9 

3 

9 
4 

4 

8 
1 
7 

2 
6 
6 
5 

6 

9 
4 
8 
5 
3 

Vemos que los dos individuos más próximos son el 2 Y el 4, que quedan agrupados. 
Para calcular la distancia entre el cluster formado por el individuo 2 y 4 y el resto de 
los individuos se emplea, como hemos dicho antes, el criterio de «distancia mínimv. 
Así la distancia entre el cluster (2,4) y el individuo 1 es 8, porque 8 es la mínima dis
tancia entre el cluster y el individuo 1; en concreto entre el individuo 4 (que forma 
pane del cluster) y el 1 -del individuo 2 al 1 la distancia sería 9-. Las distancias 
entre el cluster (2,4) y los individuos 3, 5 y 6 serían 4, 5 y 4, respectivamente: 

a(24)3 4 

4 
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Entonces se vuelve a elaborar la matriz, pero ahora habiendo unido los individuos 2 y 
4. 

1 (2,4) 3 5 6 
1 8 9 2 9 

(2,4) 4 5 4 
3 6 8 
5 5 
6 

Los dos más próximos, ahora, son ell yel 5. Volvemos a calcular las distancias (mí
nimas) entre el nuevo cluster (1,5) y todos los demás, sean clusters o individuos. Por 
ejemplo, la distancia entre el cluster (1,5) y el cluster (2,4) es 5, la más próxima entre 
ambas (entre el individuo 5 y el 4): 

y volvemos a elaborar la matriz, después de calcular el resto de las distancias. 

(1,5) 
(2,4) 

3 
6 

(1,5) (2,4) 

5 
3 
6 
4 

6 

5 
4 
8 

Ahora la menor distancia es la que hay entre el grupo (2,4) y el individuo 3. Por lo 
tanto 2,4 y 3 forman un nuevo conglomerado y procedemos a calcular sus distancias 
respectivas a los otros grupos o individuos. 

Con estos datos volvemos a elaborar la matriz 

(1,5) (2,4,3) 6 
(1,5) 5 5 

(2,4,3) 4 
6 . 

Los dos más próximos son el grupo (2,4,3) y el individuo 6. Por lo tanto unimos am
bos clusters. Finalmente se unen los dos grupos (2,4,3,6) y (1,5) para formar un solo 
grupo. 
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5 

4 , 

3 

2 

o 

5 2 3 6 

En los métodos jerárquicos no hay una respuesta fácil a la hora de decidir con 
cuántos grupos quedarnos tras el análisis. La solución va desde confiar la decisión al 
conocimiento sustantivo que tenga el investigador del objeto de estudio hasta observar 
el dendograma y quedarse con el número de grupos que queda tras grandes cambios 
en las fusiones de los grupos. Sin embargo, en muchos casos no será necesario decidir 
el número de grupos subyacentes a los datos en la medida en que sólo se busque la 
estructura jerárquica de clasificación de los objetos. En nuestro ejemplo lo mismo 
podría hablarse de dos conglomerados, el (1,5) Y el (2,4,3,6), que de tres, el (1,5), el 
(2,4) Y el (3,6). 

7.3.2. Método de ¡as distancias máximas 

Se diferencia del anterior en que recoge la distancia máxima entre grupos. Ve
amos el arranque del método sobre la misma matriz de datos del ejemplo anterior. 

Como en el caso anterior, los dos individuos más próximos son el 2 Y el 4. Calcu
lemos las distancias del grupo 2,4 con las demás: 

2,4 con 1 2 con 1 - 9 } - máxima 
4 con 1 = 8 9 

2,4 con 3: máxima 7 
2,4 con 5: máxima 6 
2,4\con 6: máxima 5 
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La nueva matriz será: 

1 2,4 3 5 6 
1 9 9 2 9 
2,4 7 6 5 
3 6 8 
5 3 

Los más próximos ahora son el 5 Y el 6, luego, hallamos el cálculo de las distancias 
entre el 5 Y 6 Y los restantes dusters o individuos; y así sucesivamente. 

7.3.3. Método de las distancias entre centroides 

También llamado en inglés Average Linkage. En este método la distancia que se 
computa es la. que existe entre los centroides de los grupos. Y se unirán aquellos gru
pos que tengan sus centroides más próximos. 

En el método del centroide utilizamos las siguentes fórmulas para calcular la dis
tancia. 

,d _ nl'~" n,dj¡¡ + nrkt" ~ 
D ni + n¡ 

i+i,i = ----------.;----''--
ni + ni 

que representa la distancia entre el grupo formado por los individuos o grupos i + j, 
y el individuo o grupo k, siendo ni el número de individuos del grupo i y dj¡¡ la simi
laridad entre k e i. 

O también: 

D'+i.l+_ = 
n,n¡lil + n,,¡liI + n;n",ri;", 

(ni + niXn¡ + n",) 

En el ejemplo anterior sería: 

n;nÁ¡ 
(ni + n¡)2 

Individuos 

1 2 3 4 

1 - 9 9 8 
2 - - 4 1 

Individuos 
3 - - - 7 
4 - - - -
5 - - - -

n¡1l",d¡", 
(n¡ + n",)2 

5 

2 
6 
6 
5 
-

6 

9 
4 
8 
5 
3 
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Como siempre, elegimos el par más similar, el 2 yel 4, Y se calculan las distancias 
entre este par y el resto. 

1 2 + 4 3 5 6 

1 8,75 9 2 9 
2 + 4 5,75 5,75 4,75 

D(2+4),l 

D(2+4),3 = 

D(2+4),l 

D(2+4),6 = 

3 
5 

1 x 9 + 1 x 8-
1 x 1 x 1 

2 

2 

18 + 16 + 1 35 = - = 875 
4 4 ' 

1 x 4 + 1 x 7 -
1 x 1 x 1 

2 

2 

1 x 6 + 1 x 5 -
1 x 1 x 1 

2 

2 

1 x 1 x 1 
lx4+1x5-

2 

2 

6 8 
3 

981 
- + ---
224 

8 14 1 
5,75 + --

4 4 4 

12 10 1 
5,75 - + - - -

4 4 4 

8 10 1 = - + - - - = 475 
4 4 4 ' 

Ahora los más próximos son el 1 Y el 5, que pasan a formar un grupo indepen
diente. Así pues, tenemos que calcular ahora las distancias entre: 

Aplicando la fórmula, 

1,5 Y 2,4 
1,5 Y 3 
1,4 Y 6 

D 1 x 1 X d12 + 1 x 1 X ~2 + 1 x 1 X d14 (1+)X2+4) = 
1 x 1 X dI) 

(1 + 1)2 
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(1 + 1)2 

1 x 1 x 2 

4 

(1 + 1)(1 + 1) 

1 x 1 x 9 + 1 x 1 x 6 + 1 x 1 x 8 

1 x 1 x 1 

4 

4 

23 - 2 - 1 
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lxdn +l X t:43 - 1 X 1 X d15 

1 + 1 

1 + 1 

1 X 9 + 1 X 6-
1 X 1 X 2 

2 

2 

1 X d16 + 1 X d56 -
1 X 1 X 

1 + 1 

1 + 1 

1 X 1 X 2 
1 X 9 + 1 X 3 -

2 

Así que la nueva matriz sería: 

2 + 4 1 + 5 

2 + 4 5 
1 + 5 

3 

2 

3 
5,75 

7 

d u 

7 

= 

5,5 

6 
4,75 
5,5 

8 

Los grupos más próximos ahora son el 2 + 4 Y el 6. Luego tenemos que calcular la 
distancia del nuevo grupo, 2 + 4 + 6, con todos los demás 

D(2+4+6) (1 + 5) 
; J ~ 

2 + 4 + 6 con 1 + 5 
2 + 4 + 6 con 3 

2 X 1 X ~+4/6 
2 + 1 

2 + 1 

2 X 1 X 4,75 
2 X 5 + 1 X 5,5 - ------

3 
3 

2d3/2 + 4 + 1d6/ 3 -
2 X 1 X d2 + 4/6 

2 + 1 

2 + 1 

2 X 5,75 + 1 X 8-
2 X 1 X 4,75 

3 

3 

30 + 16,5 - 9,5 

9 

34,5 + 24 - 9,5 

9 

4,1 

5,4 
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La nueva matriz sería: 

2 + 4 + 6 
1 + 5 

1 + 5 

4,1 
3 

5,4 
7 

Los grupos más próximos ahora son el 1,5 con el 2,4,6; luego debemos calcular la 
distancia entre el grupo 2 + 4 + 6 + 1 + 5 Y el 3 

3 + 2 

3 x 2 x 4,1 
3 x 5,4 + 2 x 7 -

3 x 2 X d2+4+6fl +"J 

3 + 2 

81 + 70 - 24,6 

25 
5,056 

Podemos crear una estructura arborescente, mostrando cómo en cada paso se van 
uniendo los individuos. 

Distancia 

10 

9 

8 

7 

6 

S 

.. 
3 

2 

O 

1 S 2 6 

S 

7.3.4. Método de las distancias ponderadas (Weighted Pairgroup) 

3 

3 

Se parte de la matriz de coeficiente de similaridad, ya configurada, y se establece 
el par, de todos los posibles, que tiene la más alta similaridad (coeficiente de correla
ción producto momento). 
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A panir de este par, ya establecido, se van agrupando el resto de individuos a 
dicho par de acuerdo a unas condiciones de aglomeración. 

Se establece una nueva matriz de similaridad formada por los mismos elementos 
de la anterior y sustituyendo las columnas y las filas de los dos individuos agrupados 
por una sola columna y fila. 

El resto de individuos de la matriz puede agruparse con este primer núcleo, para 
lo cual se observa, en primer lugar, los individuos que tienen una más alta correlación 
media con los miembros del grupo. 

El límite de la formación del grupo se da cuando decrece el nivel de la correlación 
media de los miembros del grupo hasta un nivel dado. 

Veamos un ejemplo: 
Supongamos que tenemos la matriz de similaridad siguiente (los datos de similari

dad son coeficiente de correlación): 

1 2 3 4 5 6 
1 0,54 0,81 0,90 0,65 0,45 
2 0,76 0,90 0,96 0,67 
3 0,88 0,43 0,35 
4 0,95 0,43 
5 0,63 
6 

Elegimos el coeficiente más alto, que corresponde al par de individuos más simi
lar, en nuestro caso, el par (2,5). Con un coeficiente de 0,96. Así pues, este es el 
núcleo de partida. Veamos la nueva correlación de todos los individuos con el par ele
gido. 

Caso de 1 con el par (2,5) 

1 con 2 tiene 0,54 
1 con 5 tiene 0,65 

1,19 

Correlación media entre 1 y el par (2,5) es igual al. 19 0,59 
2 

Caso de 3 con el par (2,5) 

3 con 2 tiene 0,76 
3 con 5 tiene 0,43 

1,19 

Correlación media 0,59 
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Caso de 4 con el par (2,5) 

4 con 2 tiene 0,90 
4 con 5 tiene 0,95 

1,85 
Correlación media = 0,92 

Caso de 6 con el par (2,5) 

6 con 2 tiene 0,67 
6 con 5 tiene 0,63 

1,30 
Correlación media = 0,65 

Así pues, ahora podemos formar la nueva matriz, uniendo en una sola columna y 
una sola fila los 2 individuos más similares: 

1 (2,5) 3 4 6 
1 0,59 0,81 0,90 0,45 

(2,5) 0,59 0,92 0,65 
3 0,88 0,35 
4 0,43 
6 

El individuo que tiene una correlación media más alta con el núcleo formado es el 
4. ¿Se incorpora el individuo 4 al grupo (2,5)? Sí, siempre que no baje la correlación 
media del grupo por debajo de un valor dado que es elegido por el investigador, en 
nuestro caso puede ser el 0,03; veamos la correlación media del grupo creado. 

Corro 

2 con 5 0,96 
2 con 4 0,90 
4 con 5 0,95 

2,81 

Correlación media del grupo = 0,933 

Si la correlación del grupo (2,5) es de 0.96 y ahora es de 0,933, ha bajado un 
0,027 que es menor que el 0,030 permitido, luego el individuo 4 queda integrado al 
grupo. 
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Se calculan las distancias. 

1 con (2.5,4) 
2 - 0.54 

1 5 - 0.65 
4 0.90 

2.09 

Distancia media = 0.696 = 
2,09 
--

3 

3 con (2.5.4) 

2 - 0.76 
3 5 - 0,43 

4 - 0,88 

2,07 

Distancia media = 
2,07 

0,696 --
3 

6 con (2,5,4) 

2 - 0,67 
6 5 - 0,63 

4 - 0,43 

1,73 

Distancia media = 
2,09 

0,58 --
3 

Volvemos a formar la nueva matriz: 

1 (2,5,4) 3 6 

1 0,696 0,81 0,45 
(2.5,4) 0,696 0,58 

3 0,35 

El coeficiente de correlación más alto ahora es el 1 con el 3 (0,81). Calculamos los 
nuevos índices de similaridad de la pareja (1,3) con 6 y con (2,5,4). 

(1,3) con 6 

6 
1 - 0,45 
3 - 0,35 

0,80 

Distancia media = 0.40 
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Calculamos ahora: 

(2,5,4) con (1,3) 

Luego: 

1 

3 

2 - 0,54 
5 - 0,65 Suma: 2,09; 
4 - 0,90 

2 - 0,76 
S 2,07 5 - 0,43 urna: -

4 - 0,88 4,16 

Distancia media: 4,16 = 0,69 

6 

(2,5,4) (1,3) 6 

(2,5,4) 0,69 0,58 
(1,3) 0,40 

6 

Elijo 0,69, luego, uno (2,5,4) con (1,3). 
Ahora tenemos que calcular la relación de (1,2,3,4,5,) con 6 

I 
1 - 0,45 
2 - 0,67 Suma: 2,53 

G 3 - 0,35 d" " d" 2,53 0,506 
4 0,43 

1st anCla me la: -- = 
- 5 

5 - 0,63 

(1,2,3,4,5,) 6 
(1,2,3,4,5) 0,506 

6 

Ahora podemos establecer una estructura arborescente que nos indique las 
uniones sucesivas, siendo el coeficiente de correlación los valores en ordenadas" Un va
lor en abscisas no significa nada. 

3 2 5 .. 6 

I I 0,96 

I 0,92 

0,81 

I 0,69 

I 0,50 

186 



ASPECTOS lEORICOS DEL ANAllSIS DE UUSTER y APUUOON A LA CARACTERIZAOON DEL ELECTOItADO 

7.3.5. Método de William y Lambert 

Este método divide a la población en grupos, en lugar de lo que hacen ouos que 
forman los grupos mediante agrupamiento de individuos. El artículo original donde 
se explica el método Uata de una división de cuadrantes de terreno según tengan o no 
cinco especies distintas de plantas (A. C. 1975). 

Los datos de enuada son, pues, la presencia o ausencia de las especies en los 
cuadrantes, que toman valores (1,0) respectivamente. A nuestros efectos podríamos 
hablar de individuos y de características, siendo de interés dividir los individuos. 

Se establece una primera mauiz que correlaciona las variables dos a dos, todas con 
todas. 

La correlación enue una variable y oua será un índice de asociación que definimos 
como el valor X2 que se obtiene de una tabla de contingencia 2 x 2. Por ejemplo: 

Variable A Variable B 

N. o de individuos que tienen la caracteÍlStica SI SI 

N. o de individuos que no tienen la característica NO NO 

Total de individuos 

A partir de una tabla de este tipo para todas las combinaciones posibles de va
riables dos a dos podemos obtener el valor de X2 que es el que hemos llamado índice 
de asociación. 

Así, podemos construir la mauiz de asociaciones de todas las variables consigo 
mISmas. 

variables 

variables 

el valor de las casillas de esta mauiz 
es el valor de X2 obtenido mediante 
la anterior tabla de equivalencia. 

Esta mauiz es siméuica, y además no existen valores en la diagonal que nos 
indicarían las asociaciones de las variables consigo mismas. Los valores no significativos 
al computar la X2 son uatados como ceros en la mauiz. 

Obtenemos la suma de los X2 en todas las columnas y establecemos que la primera 
segmentación se efectuará por aquella variable cuya X2 sea más alta. 

Para efectuar la segunda segmentación se establece la siguiente segunda matriz, 
donde aparecen las variables asociadas dos a dos. 
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Población según 
tenga o no cada 

característica 

Tiene A 
No tiene 

Tiene B 
No tiene 

Tiene C 
No tiene 

Tiene D 
No tiene 

. Tiene E 
No tiene 

(Distintos universos) Asociaciones binarias 
Número de 
individuos AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE 

AB AC AD AB AC 

AB 
AC 

AD 

N. o de individuos que tienen 

N. o de individuos que no tienen 

nos indican el valor de X2 

En cada subpoblación se calculan los valores de X2 para la asociación de variables 
que indican las columnas. 

Lógicamente no se calcularán estos valores de X2 en las poblaciones donde estén 
presentes algunas de las variables; los valores de X2 no significativos son tomados como 
o. 

Habíamos dicho que la primera división se efectuaba por la X2 más alta en la pri
mera matriz, que, por ejemplo, puede corresponder a la variable B. 

Pues bien, observamos los valores de las asociaciones entre variables en esta fila 
donde puede dividirse la población según tenga o no la variable B y observamos el va
lor de X2 más alto en la fila que, por ejemplo, es la asociación AC. ¿Por cuál de los 
dos segmentamos a la población? Por aquel que en la primera matriz tenga un valor 
X2 más alto que, por ejemplo, en nuestro caso es la C. 

Así: 
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Bc será el número de individuos entre los que tienen B que además tengan C. 
Ejemplo de aplicación del método de Willian y lamben, tomado de su ar

tículo. 

Variables 

A B C D E 

A 51,31 45,66 x x 
B 51,31 93,76 (23,63) (68,64) 
C 45,66 93,76 (4,84) (14,08) 
D x (12,62) (4,84) 6,92 
E x (68,64) (14,08) 6,92 

l:X2 96,97 226,33 158,34 24,38 89,64 

x - significa que los valores de X2 no son significativos y serán tratados como O. 
O significa que la asociación es indeterminada en esa población. 
O significa que el tipo de asociación es negativo. 
- significa que la asociación es necesariamente indeterminada en función de las 

caracterlSticas. 

La primera segmentación se efectuará por B (!;X2 más alto). 
Hay 615 individuos. 
Se establecen los valores de X2 en los grupos de individuos que señala el cuadro si

guiente, sin calcular las variables en las que se han dividido los individuos. 

COMBINACIONES DE DOS EN DOS 

N.o de 
Individuos casos AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE 

Con variable A 556 73.29 (19.34) (65.41) (7.18) (12.50) 9.25 
Sin variable A 59 O O x O O O 

Con variable B 474 24.8 x O x O O 
Sin variable B 141 x 4.34 x x x x 

Con variable C 259 O O O x O O 
Sin variable C 356 16,16 x x (25.63) (35.06) 3.85 

Con variable D 29 O O O 5.63 x x 
Sin variable D 586 58,12 47,91 (5,20) 83,08 (59,22) (11,55) 

Con variable E 21 O O O O O 
Sin variable E 594 48,50 43,99 x 77,88 (7.69) x 

La primera segmentación es en B, luego observamos la fila B. El valor más alto de 
X2 en la fila B es AC. ¿Por cuál segmentamos, por A o por C. Vamos a la primera 
matriz y vemos que C tiene un X2 'más alto, luego seleccionamos C. 
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En la fila b (sin variable B) observamos que AD tiene el valor más alto. A tiene un 
X2 más alto que D, luego segmentamos por A. _____ N----

E{474) h(141) 

/~ ~ 
BC 

(250) 
BC 
(224) 

7.3.6. El método K-means (Dixon, 1981) 

hA 
(105) 

ha 
(36) 

Este método arranca ya de una configuración de los grupos y no como en los mé
todos anteriores que arrancaba de cada uno de los individuos como clusters separados. 
Esta primera configuración de grupos puede ser al azar, ya que el objetivo del método 
es ir mejorándola paso a paso. En cada paso se crea una nueva configuración o distri
bución de casos con el mismo número de grupos, de manera que se va reduciendo la 
distancia media al cuadrado desde todos los componentes de cada grupo a su 
centroide. Si en un paso esta distancia media disminuye, el método continúa; y si 
aumenta se para el proceso. 

En este método es necesario elegir previamente el número de clusters que quere
mos conseguir. Sobre ese número, sin modificarlo, se optimiza la distribución de ca
sos. Para solucionar este inconveniente será posible realizar varios procesos con distinto 
número de clusters de partida. 

Es posible utilizar también cualquier otro método de agrupamiento de los expues
tos en estos papeles, y cuando los clusters están ya definidos, reordenar los casos de 
cada cluster según este método. 

Esta técnica es útil cuando en vez de estar interesados por la estructura jerárquica 
de la clasificación de los individuos (objetos) tan solo tenemos interés en conocer el 
número de grupos constituidos y sus características. 

7.3.7. Q-technique 

En el artículo cA Statistical Method for Evaluating Systematic Relationships. de 
Robert R. Sokal y Charles D. Michener (1958), se expone el método Q-technique. Es
te método consiste en establecer correlaciones entre individuos basadas sobre medidas 
de las características que tienen en común. Por ejemplo, en psicología puede aplicarse 
en la interpretación de tests realizados a varios sujetos. En el fondo la Q-technique es 
un método para determinar dimensiones, y puede decirse que es un análisis factorial. 
El objetivo de este método es conseguir tipos puros, aquellos marcados por las dimen
siones que haya producido el análisis. Esta técnica ha sido criticada, porque el análisis 
factorial no está especialmente diseñado para clasificar, sino para buscar las dimen-
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siones subyacentes de un fenómeno. Según la Q-technique los individuos se clasifican 
en función de variables onogonales que son las que proporcionan el marco de referen
cia del espacio, de ahí la calificación de puros a los individuos que quedan clasificados 
en los distintos grupos por dichas dimensiones. Este método ha sido criticado por Cat
tell (1978). La primera objeción es que en dicha técnica no se tiene en cuenta la im
ponancia de cada factor, sustituyéndose por un factor común a todos los individuos 
que van a ser clasificados. La segunda objeción es que no es razonable hablar de la 
estructura simple en la factorización que se hace en esta técnica. La tercera objeción es 
que la factorización se hace sobre unos pocos sujetos, generalizándose después al res
to. La siguiente objeción es que si bien los tests en psicología son relativamente per
manentes, no ocurre lo mismo con las personas. 

7.4. El dendograma 

Por cualquiera de los procedimientos explicados anteriormente (a excepción del K
means), conseguimos formar un árbol en el que podr.mos ver con toda claridad cómo 
se van agrupando los sujetos. 

Este árbol se llama en la terminología inglesa dendograma. 
En el ~endograma la abcisa no tiene realmente significado; la ordenada representa 

el nivel o los distintos niveles de similaridad donde se han ido agrupando los sujetos, 
de acuerdo a la medida que hayamos elegido. 

De Sneath y Sokal tomamos la idea de Phenon, que no es otra cosa que un indica
dor de posición de cada unión en el dendograma. El indicador Phenon es interesante 
desde dos puntos de vista: 

1. Con él es posible comparar dendogramas, de forma que podemos establecer la 
agrupación utilizando diversos métodos y posteriormente podemos comparar y medir 
estos resultados. 

2. Sirve para establecer una medida de ajuste entre los datos de partida y la 
estructura del dendograma. 

Para calcular el coeficiente phenon se dividen los rasgos de similaridad en interva
los iguales, tantos como sean necesarios, procurando que no se agrupen muchas 
uniones en cada intervalo y estableciendo los mismos intervalos en los distintos den
dogramas que queramos comparar. Cada intervalo es codificado con un número sobre 
una escala que va de 1 en adelante, siendo el valor 1 el intervalo que recoge la última 
agrupación, es decir, aquella pareja que se forma en último lugar. 

El valor ccophenético:. de una agrupación puede, pues, medirse en el código don
de se encuentran. 

Si, por ejemplo, el individuo 3 y el 5 se agrupan en el phenon 5, su evalor cophe
nético:. es 5. 

Posteriormente, se llevan estos valores a una matriz, en la que tanto en filas como 
en columnas están los sujetos que se han agrupado y en los puntos de intersección po
nemos el evalor cophenético:. correspondiente. De esta manera, si tenemos dos den
dogramas y por lo tanto dos matrices de valores cophenéticos es posible establecer 
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entre ellas un coeficiente que nos indique la correlación que exista. Este coeficiente se 
llama el «coeficiente de correlación cophenético:.. 

Veamos un ejemplo. Para ello expongamos a escala, y con los valores cophenéticos 
correspondientes, dos dendogramas. 

lOO 

95 

90 

85 

80 

75 

70 

65 

60 

100 

95 

90 

85 

80 

70 

65 

60 
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(1) (2) 

I 
I 

J 

(2) (5) 

I I 
I I 

I 
I 

I 
1 

Valor cophe-
nécico 

(5) (4) (3) (6) 

I Código 

I 8 

I 7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

Valor cophe-

(6) (1) 
nético 

(4) (3) 

Código 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

I 1 
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Del primer dendograma obtenemos la siguiente matriz: 

1 
2 
3 
4 
5 

1 2 

7 

3 

6 
6 

4 

7 
8 
6 

7 
8 
6 
8 

Del segundo dendograma obtenemos la siguiente matriz: 

1 
2 
3 
4 
5 

Valor 
cophenético 

8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

1 2 

1 

3 

5 
1 

En el primer 
dendograma hay 

3 asociaciones 
3 asociaciones 
4 asociaciones 
O asociaciones 
O asociaciones 
O asociaciones 
;) asociaciones 
O asociaciones 

15 

4 

1 
7 
1 

5 

1 
8 
1 
7 

6 

2 
2 
2 
2 
2 

6 

1 
6 
1 
6 
6 

En el segundo 
dendograma hay 

1 asociación 
2 asociaciones 
3 asociaciones 
1 asociación 

O asociaciones 
O asociaciones 
O asociaciones 
8 asociaciones 

15 

Establecemos ahora la matriz que tenga como filas y columnas los valores cophené
ticos del primer y segundo dendogramas. 
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Primer 
1 2 3 4 ') 6 7 8 dendograma 

8 2 1 3 
7 3 3 
6 3 1 4 
') O 
4 O 
3 O 
2 2 ') 

1 O 
Segundo 
dendograma 8 O O O 1 3 2 1 

Entre estas dos distribuciones puede establecerse por ejemplo el coeficiente de 
correlación de Pearson. 

7. '). Aplicación del análisis de cluster a una encuesta 
de actitudes políticas 

Veamos una aplicación del análisis de cluster. Este análisis es muy útil para resol
ver muchas situaciones o investigaciones de la sociología y el marketing. Hemos elegi
do una que nos parece muy adecuada. 

Se trata de conocer la composición interna del electorado de un partido político. 
No ya las variables sociodemográficas o psicográficas que caracterizan a sus electores 
potenciales, sino el peso de las tendencias políticas dentro del partido. Algunos parti
dos políticos son votados por una gran masa de individuos, heterogénea en cuanto a 
sus ideas y creencias políticas. Se trata entonces de conocer el peso y la imponancia de 
esas distintas tendencias para actuar en consecuencia. De gran interés para el partido 
político será observar y medir la evolución de esas tendencias a lo largo del tiempo. 
Suponiendo que estamos ante el electorado potencial de un gran partido de la de
recha, se trataría de conocer qué imponancia tiene la tendencia política de centro. la 
derecha tradicional y católica, el componente liberal ... , etc. 

Para lo cual se ha realizado una encuesta sobre actitudes políticas. No se incluyen 
las preguntas en este artículo debido a la confidencialidad del tema. En cualquier caso 
las preguntas deberán ser suficientes y relativas a todos aquellos ítems que pueden 
constituir una actitud política. Cuanto mayor sea el número de variables, mejor será 
para definir los clusters. En nuestro caso se han introducido 40 variables. 

El programa utilizado ha sido el K-means del paquete BMDP, que ha sido expli
cado anteriormente. 

Como hemos dicho al explicar este programa, hay que definir previamente un nú
mero de grupos. El análisis lo que hace es reordenar los individuos en función de las 
variables seleccionadas, de manera que al final del proceso los individuos penenecien
tes a un grupo sean lo más similares posible. Naturalmente, los grupos finales, com
puestos cada uno de ellos por individuos extremadamente parecidos en cuanto a una 
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serie de actitudes políticas, nos descubrirán las distintas tendencias dentro del electo
rado potencial del partido, su imponancia, su fuerza y a través de un análisis longitu
dinal, su evolución. 

Para solucionar uno de los problemas de este programa en el que necesariamente 
hay que definir a priori el número concreto de grupos que se desean formar, es reco
mendable preparar el programa para que repita el proceso de reordenación con distin
to número de grupos. 

En nuestro caso, como no sabemos con certeza cuántas tendencias diferenciadas 
existen en el interior del electorado del partido, decimos al análisis que procese los da
tos con 6, 5 y 4 grupos de partida. 

En primer lugar el programa procesa los datos con 6 clusters. Realiza 40 reordena
ciones de sujetos entre los grupos. Como ya hemos dicho, la primera distribución de 
los individuos en grupos es al azar o, en otro caso, es el proceso final de un análisis 
cluster de sujetos al estilo tradicional. 

Todos los individuos que han sido tratados por el análisis, tienen intención de vo
tar a un partido concreto de la derecha. 

Sería posible, aunque no lo hemos hecho en este caso, realizar previamente un 
análisis discriminante para aislar y sólo trabajar con aquellos electores del partido es
pecialmente puros, cercanos al centroide; de manera que los grupos constituidos al fi
nal reflejen con más claridad la realidad, excluyendo en definitiva aquellos electores 
potenciales del partido no claros, ambiguos, con posibilidad de ser perdidos, muy 
influenciables a campañas políticas o con fuerte tendencia a la indecisión o a la abs
tención. El número de datos que ha tratado el análisis es de 1.500 electores poten
ciales de un determinado partido. 

Este programa trabaja con la distancia euclideana. La primera matriz de datos se 
configura con la distancia euclideana de cada individuo a todos los demás. Un indivi
duo cualquiera penenecerá al grupo o cluster cuya distancia a su centroide desde el 
individuo sea más pequeña. La K que incluye el nombre del programa se refiere al 
número de grupos que se desee formar. En nuestro caso hemos realizado el análisis 
con distintos valores de k = 6, 5 Y 4. 

Después de las 40 reordenaciones, el análisis nos presenta los siguientes resultados 
y nos proporciona la siguiente información para cada cluster logrado. 

Por ejemplo, para el cluster n. o 1 nos da el número de casos que contiene, dato 
éste que nos va a indicar la imponancia de la tendencia que representa el cluster 1 en 
el electorado potencial del partido. 

En este sentido, el programa nos presenta dos gráficos. 

1. Muestra la distancia desde el centroide del cluster a cada uno de los individuos. 

Sobre la línea de puntos es posible observar la distancia desde cualquier individuo 
del cluster n. o 1 al centroide de dicho cluster. Naturalmente, cuanto más cerca del 
centroide están los componentes del grupo, más homogéneo será éste; en definitiva, 
más precisa y nítida es la tendencia política que en él se encierra. 

Obsérvese en el gráfico n. o 1, que el dígito que aparece, el 1, nos indica precisa
mente el grupo al que corresponde; cada dígito es un individuo. En horizontal vemos 
claramente las distancias desde cualquier individuo al centro del grupo. En vertical 
podemos ver el número de individuos en cada intervalo de distancia. Como se ve se 
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crea una distribución de frecuencias en la que pocos individuos están muy próximos al 
centroide del grupo, y, también pocos individuos están muy lejanos al centroide del 
grupo; pero, en cualquier caso, por muy lejanos que estén, están más próximos al 
centroide de este grupo que a otro cualquiera. La forma de esta distribución de fre
cuencias nos indica el grado de homogeneidad de esta tendencia política del electora
do potencial del partido. 

2. En segundo lugar, podemos analizar otro gráfico que nos presenta, de la mis
ma manera que el anterior, la distancia desde el centroide del cluster n. o 1 al resto de 
los individuos de otros clusters. 

Naturalmente, no sólo es necesario que los individu~s-pettenecientes a un cluster 
estén próximos a su centroide, sino que también será necesario que el resto de indivi
duos pettenecientes a otros clusters estén lo más lejos posible de dicho centroide. 
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FIGURA 2. Distancias de los individuos de los otros clusters al centroide del cluster 1. 
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La visión conjunta de las dos distribuciones de frecuencias nos indicará la nitidez y 
fuerza de la tendencia que se esconde detrás del cluster n. o 1. Vemos que la mayor 
parte de los componentes del grupo 1 se solapan con los componentes de otros gru
pos. Este hecho disminuye la fuerza de la corriente sociopolítica que está detrás del 
cluster n. o 1, ya que vemos que hay individuos que están más próximos al centroide 
del grupo n. o 1 que muchos de los componentes de este grupo, estando a la vez 
mucho más próximos, todavía, a los centroides de otros grupos; también podemos ver 
gráficamente qué grupo es el más distante del n. o 1. En el ejemplo este grupo es el 
n.O 5. 

Más tarde, el programa nos proporciona los mismos datos ya expuestos, pero para 
cada individuo. En la tabla siguiente sólo expondremos los datos correspondientes a 
algunos individuos, aunque la salida de datos del programa nos proporcionará los da
tos de todos los individuos. 

Case Weight Distance 

0016 1,0000 2,7479 
0017 1,0000 3,7311 
0032 1,0000 2,9086 
0037 1,0000 3,9930 
0038 1,0000 2,8443 
003 1,0000 2,8031 
0100 1,0000 2,0911 
0108 1,0000 3,9637 
0132 1,0000 2,2599 
0153 1,0000 2,0805 
0154 1,0000 3,7910 
0162 1,0000 4,5282 
0168 1,0000 2,9001 
0170 1,0000 2,7247 
0172 1,0000 3,2667 
0182 1,0000 2,6688 
al 3 1,0000 3,2517 
0235 1,0000 2,1285 
0247 1,0000 2,6049 
0260 1,0000 3,4942 

TABLA 1. Distancia de algunos de los individuos al centroide del cluster 1. 

En la tabla 1 la primera columna nos indica el número correspondiente a cada in
dividuo. La siguiente columna nos muestra el peso de dicho individuo. Es la misma 
información del gráfico de la figura n. o 1, pero con la distancia, en concreto, de cada 
individuo a su centroide. 

Otra información de gran importancia es el comportamiento de las variables intro
ducidas en el grupo. Veamos el siguiente cuadro. 
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ASPECTOS TEOIlICOS DEL ANALISIS DE UUSTER y APUCAOON A LA CARACTEIlIZAOON DEL ELECTORADO 

Variable Minimum Center Maximum Sto dev. 

2 P5 1,0000 2,5670 6,0000 0,7408 
3 LIDER 1 1,0000 4,3655 5,0000 0,5912 
4 LIDER2 2,0000 4,1877 5,0000 0,5667 
5 LIDER 3 1,0000 1,7445 5,0000 0,6952 
6 LIDER4 3,0000 4,6152 5,0000 0,5443 
7 LIDER 5 3,0000 4,4054 5,0000 0,5617 
8 UCD 2,0000 4,2269 5,0000 0,5923 
9 PSOE 1,0000 1,7132 5,0000 0,6750 

10 PCE 2,0000 4,2376 5,0000 0,5877 
11AP 3,0000 4,5423 5,0000 0,5327 
12 CDS 2,0000 4,1403 5,0000 0,6342 
13 ITEM 1 1,0000 1,2816 2,0000 0,4504 
14 lTEM2 1,0000 1,1709 2,0000 0,3769 
15 ITEM 3 1,0000 1,0892 2,0000 0,2855 
16 lTEM 4 1,0000 1,1429 2,0000 0,3504 
17 ITEM 5 1,0000 1,0102 2,0000 0,1006 
18 lTEM 6 1,0000 1,0615 2,0000 0,2406 
19 ITEM 7 1,0000 1,0496 2,0000 0,2174 
20 ITEM 8 1,0000 1,3377 2,0000 0,4735 
21 ITEM 9 1,0000 1,6140 2,0000 0,4875 

TABLA 2. Valores mínimo y máximo y desviación típica de algunas de las variables para el gru-
po l. Media de esas variables en el cluster l. 

A través de esta información podemos descubrir la tendencia que se oculta en cada 
uno de los cluster. Será conveniente analizar, a la vez, el componamiento de cada va
riable, en cada uno de los grupos. Para descubrir la tendencia sociopolítica que se 
oculta en el cluster será necesario, en esta etapa, no sólo la presencia de un analista si
no también de un expeno en sociología política. Ya hemos dicho que los grupos se 
constituyen cnaturalmente., por sí mismos, de manera que, si hemos introducido su
ficiente información, el grupo constituido nos indica cuna agrupación natural. que 
existe en la realidad. Sólo la aponación de un expeno en investigaciones sociopolíticas 
podrá dar nombre a esa tendencia, o al conjunto homogéneo de actitudes políticas 
que describe cada uno de los clusters. 

La tabla 2 nos proporciona el valor de cada variable en el centroide del grupo 1, es 
decir, la media; por otro lado nos da los valores máximo y mínimo de la variable en el 
grupo, además de su desviación típica. Naturalmente un grupo con alta desviación 
típica y con mucha distancia entre los valores máximo y mínimo, no estaría suficiente
mente cristalizado; no podríamos hablar, entonces, propiamente, de un grupo que 
represente una tendencia política nítida. Así pues, nos interesaría encontrar en esta 
tabla 2, un valor medio muy alto (lo que quiere decir que existe una variable que está 
dotando de significado al grupo) unos valores mínimos y máximos muy próximos a la 
media y una desviación típica muy pequeña. 

Por ejemplo la variable P. 5, que se refiere a la imponancia que un problema so
cioeconómico tiene para la población, es poco representativa para significar al grupo, 
ya que, además de tener una media baja, tiene un recorrido muy amplio (de 1 a 6) y 
una desviación típica alta en comparación con las demás. En cambio tanto las va-
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riables relativas a la cercanía a los líderes como a partidos son las más imponantes pa
ra dar sentido a este grupo. 

Otra información de interés aparece en la siguiente matriz. 

PAGE 5 

DISTANCES BETWEEN CLUSTER CENTERS 

1 2 3 4 
2 2.87~14 

3 2. 504388 3.91284 
4 2.94460 3.94996 3.22731 
5 3.84182 4.99938 2.95049 2.73653 

6 3.34423 2. 50565 2.65542 3.79370 3. 61l0~ 

TABLA 3. Matriz de distancias entre los centroides de los grupos. 

Esta matriz nos indica la distancia que hay entre los centroides de los grupos. Si 
estos están demasiado próximos. si no hay una clara zona o línea de separación. 
diñcilmente podríamos hablar de tendencias naturales dentro del electorado potencial 
del partido. De ahí que sea recomendable. aún a costa de perder información. realizar 
este análisis con individuos próximos a los centroides respectivos de los grupos. Otros 
análisis realizados previamente podrán detectar estos individuos que hemos llamado 
puros (por ejemplo. el análisis discriminante). 

Si proyectamos todos los individuos en las dimensiones representadas por los 
centroides de los grupos obtenemos el gráfico 3. 

Este gráfico nos muestra geométricamente (y por lo tanto de una manera más cla
ra) la distancia o proximidad entre unos grupos y otros. e. incluso. entre los indivi
duos de un mismo grupo. 

En la tabla 4 el análisis nos proporciona. una vez constituidos los grupos, la media 
de cada variable en cada grupo. así como la desviación típica. Aquí podemos ver el 
valor de cada variable en cada grupo. 

Junto a esta información disponemos de un análisis de la varianza de la misma va
riable en el conjunto de todos los grupos (Between/Within). 

Cuanto mayor sea el valor del estadístico F para las variables. más homogéneo será 
el grupo y más se distinguirá y diferenciará del resto de los grupos. En definitiva, 
cuanto mayor sea el valor de F más nítida será la tendencia del electorado potencial 
que representa cada grupo. 

Una vez que ha acabado de dar toda la información correspondiente a K = 6. el 
programa vuelve a arrancar con K = 5. y luego con K = 4. dándonos para estos ca
sos la misma información que para el primero. 

Un análisis posterior nos indicará cuál de las tres agrupaciones es la que mejor 
refleja las tendencias del electorado potencial del partido. 

La conclusión de un estudio de este tipo es evidente. Podemos proporcionar a los 
dirigentes del partido: 
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1. El número de tendencias sociopolíticas que se ocultan detrás de su electorado 
potencial y. además. la iml'onancia de cada una. Podríamos llegar a decir que este 
panido que estamos analizando se compone de: 

-un 15 % de liberales conservadores 
-un 20% de derecha civilizada 
-un 20% de católicos tradicionales 
-un 15 % de centro progresista 
-un 10% de populistas tradicionales 
-un 8 % de nostálgicos del franquismo 
-un 6 % con netas tendencias ultras 
-un 6% «captados. por la personalidad del líder del panido 

2. Además de esta información. y después de haber estudiado la salida de datos. 
podremos proporcionar a los dirigentes del panido la nitidez. fuerza y cohesión de ca
da una de esas tendencias. En definitiva podremos decir «algo. sobre su permanencia 
en un futuro próximo. 

3. De la misma manera podemos dar información sobre el tipo de personas que 
componen cada grupo. Así. podríamos decir que el 15 % de liberales conservadores 
tienen entre 45 y 65 años. con rentas por encima del millón de pesetas anuales. viven 
en grandes ciudades ...• etc. 

4. Incluso podríamos decir. introduciendo la variable intención de voto, en qué 
grupo se encuentra la mayor probabilidad de ganar o perder votos en unas próximas 
elecciones. 

5. Naturalmente. si se mantiene esta estructuración del electorado potencial, es 
posible conocer en qué medida ha afectado a cada uno de ellos una concreta del parti
do. una declaración de un líder. una intervención parlamentaria concreta o, en otro 
sentido. lo que el electorado potencial (no en su conjunto sino segmentado en ten
dencias) piensa acerca de un problema nacional como puede ser la permanencia en la 
OTAN. la Ley de Educación, etc ... 

Nota del Editor 

Programas de Ordenador 

El programa de ordenador utilizado en este ejemplo del análisis está incluido en el paquete 
estadístico BMDP. la mayoría de los paquetes generales de análisis de datos (BMDP, SAS, OSI
RIS, etc.) incluyen programas de análisis de conglomerados, con opciones para elegir entre dife
rentes métodos (jerárquicos, de partición, etc.). 

Existe un paquete específico de análisis de conglomerados, aUST AN, desarrollado por Da
vid Wishart a finales de los 60 y principios de los 70. El paquete incluye diferentes medidas de 
distancia y de similaridad y también un amplio número de algoritmos de clasificación. Se puede 
obtener información sobre el paquete en: 
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ASPECTOS TEORICOS DEl ANALlSIS DE a.USTER. y APUCACION A LA CARACTERIZACION DEl ElECTORADO 

The Clustan Project 
Computer Centre 
University College London 
London WC1H OAH 
Inglaterra 

Los dos libros que ofrecemos a continuación incluyen programas de análisis de conglomera
dos escritos en Fonran: 

Anderberg, M. R., Cluster Analysis Aplicatiom, Nueva York, Academic Press, 1973. 
Hartigan, J. A., Clustenng Algorithms, Nueva York, Wiley & Sons, 1975. 
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SECCION lB 

AJUSTE DE MODELOS 





8. Introducción 

Las técnicas que hemos explicado hasta este momento tienen como {unción la de 
describir los fenómenos sociales, bien sea clasificando o reduciendo la información. 
Como resultado de las técnicas clasificatorias llegaremos a conclusiones del tipo cen el 
colectivo de los votantes del PSOE s~ puede ditinguir una serie de grupos o conglome
rados. (análisis de conglomerados), o, en función de la información disponible cabe 
clasificar a tal individuo, que no contesta sobre su intención de voto, entre los votan
tes del PCE. (análisis discriminante). Como resultado de las técnicas de reducción po
demos ver, por ejemplo, cómo se agrupan las variables en un número menor de facto
res, sin pérdida de la información original (análisis factorial); cuáles son las dimen
siones que subyacen a la percepción de los líderes políticos por parte de un grupo de 
entrevistados (escalas multidimensionales), o cuáles son las categorías de un grupo de 
variables que se asocian con la categoría de otra variable (análisis de correspondencias). 

Las técnicas que vamos a introducir en esta sección pretenden explicar los fenóme
nos sociales, partiendo de la formalización de una teoría que determina las variables 
peninentes para su explicación. Para ello se formularán modelos que postulen las in
terrelaciones entre las variables; mediante una serie de operaciónes estadísticas se 
puede ver la bondad del modelo que se formula y también estimar la influencia de 
unas variables explicativas sobre otras explicadas, que a su vez pueden ser también 
explicativas. 

Desde un punto de vista práctico la diferencia fundamental entre los 4 artículos 
radica en el tipo de variables utilizadas: los dos primeros explican la construcción de 
modelos causales con variables intervales, mientras que los dos últimos parten de las 
tablas de contingencia (con variables nominales). El hecho de utilizar diferente nivel 
de medida hará que los métodos de estimación de los efectos entre las variables sean 
distintos. Sin embargo los principios fundamentales son semejantes. Veamos por se
parado cada uno de los artículos. 

Alberto Satorra introduce los modelos causales con variables cuantitativas observa
das. El punto de panida de su anículo es la explicación de los modelos uniecuaciona
les. Tales modelos pretenden contestar a la pregunta: «¿qué variables explicativas (in
dependientes) influyen en una variable explicada, respuesta o endógena (dependien-
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te)?. El modelo más frecuentemente utilizado se puede expresar en la siguiente 
ecuación: 

donde Y es la variable endógena, a es un valor constante que afecta a todos los casos 
de la población, Xi es la variable explicativa, 'Yi es el efecto de X; sobre y, y U es el 
término de error o de perturbación del modelo, que recoge la variación de Y que no 
puede ser explicada por las variables endógenas, X. Un modelo explicativo de este ti
po con dos variables explicativas se puede representar mediante un diagrama como el 
que ofrecemos a continuación, 

en donde una flecha simboliza un efecto «directo. de una variable sobre otra explica
do por el modelo, mientras que una flecha doble representa la correlación entre dos 
variables no explicada por el modelo. 

El modelo precedente es la formalización de una teoría causal en donde varias va
riables explicativas se combinan para dar como resultado un valor de la variable endó
gena. Este modelo es lineal y aditivo, lo cual significa que el efecto de Xi sobre Yes 
siempre el mismo cualquiera que sea el valor de Xi o de las restantes variables explica
tivas (véase ¡'lfra). También se hace el supuesto de que las variables están medidas sin 
error, pues de lo contrario se producirían sesgos importantes en los resultados -en su 
artículo, Saris explica la solución a adoptar cuando se sospecha que las variables tienen 
error. 

Respecto del término de error o de perturbación, U, se hace el supuesto de que se 
trata de una variable aleatoria en la que 1) el valor de U para un individuo (observa
ción) no está correlacionado con el valor de U para otro individuo (observación) -no 
existe autocorrelación-; 2) tampoco U está correlacionado con las variables explicativas. 
Al tiempo hay que hacer el supuesto adicional 3) en el sentido de que la varianza de 
U permanece constante cualesquiera que sean los valores que tome la variable Xi -hi
pótesis de homoscedasticidad-. Cuando se cumplen estos requisitos estamos ante el 
modelo de regresión lineal múltiple, siendo posible estimar los efectos de las variables 
explicativas mediante el método de los mínimos cuadrados ordinarios (MCO). 

A partir del modelo causal explicado se pueden considerar otros modelos en los 
que 1) las variables explicativas en una ecuación sean variables explicadas (endógenas) 
en otra -modelos multiecuacionales-, y 2) en donde se rompan algunos de los su
puestos hechos previamente. 

El tipo de modelos de los que se habla en 1) son útiles cuando se trata de estudiar 
temas tales como los mecanismos a través de los que una variable expli~ativa influye 
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en otra variable respuesta. Por ejemplo, se puede observar que el nivel de «estudios_ 
está relacionado con la «clase social subjetiva. de las personas; un modelo causal mul
tiecuacional trataría de ver qué variables pueden intervenir en esta relación. Cabe 
pensar que los «estudios_ también están relacionados con la «ocupación_ y que esta va
riable se relaciona a su vez con la «clase social subjetiva. (véase representación gráfica 
en la figura siguiente). 

Ocupación 

Estudios _/ ______ ~ _____ -: .. ~ Clase social subjetiva 

Un modelo uniecuacional que incluyera las 3 variables permitiría conocer cuál es el 
efecto de cada una de las 2 variables explicativas sobre la «clase social subjetiva.; un 
modelo multiecuacional consideraría la existencia de 2 variables endógenas (depen
dientes), «ocupación_ y «clase social subjetiva., y estudiaría los efectos directos de «es
tudios_ sobre estas dos variables y su efecto indirecto sobre «clase social subjetiva_ vía 
«ocupación-. La relación original entre «estudios_ y «clase social subjetiva. quedaría así 
descompuesta en estos dos nuevos efectos. Con el fin de dar solución al modelo prece
dente se hace necesario resolver tres problemas, relacionados entre sí: la especificación, 
la identificación y la estimación de los parámetros del modelo. 

La especificación del modelo hace referencia a la necesidad de indicar, en base al 
conocimiento teórico sobre el tema, la pauta de relaciones que establecen todas las va
riables entre ellas y con los términos de error, y de estos últimos entre sí. Un tipo par
ticular de modelo con el que nos vamos a encontrar a la hora de hacer la especifica
ción es el recursivo; en este tipo de modelo se asume que si una variable endógena 
influye en otra variable endógena, esta segunda no tiene un efecto, directo o indi
recto, sobre la primera. También se asume que los términos de error están incorrela
cionados entre sí e incorrelacionados con las variables explicativas. Caso de que alguna 
de estas condiciones no se cumpla estamos ante un modelo no-recursivo. 

El problema de la identificación tiene que ver con la cantidad de información ne
cesaria para estimar los parámetros del modelo. En función de la especificación que 
hayamos hecho hay que construir un sistema de ecuaciones que incluya como incógni
tas aquellos efectos que hay que estimar. Para proceder a la resolución del sistema 
contamos con la información procedente de las relaciones (varianzas y covarianzas, o 
correlaciones) entre las variables. Si la información no es suficiente, los parámetros del 
modelo no se pueden identificar. Cuando se trata de modelos recursivos sin error de 
medida en las variables siempre es posible identificar los parámetros. Cuando el mo
delo sea no-recursivo hay que ver si el sistema de ecuaciones cumple las condiciones 
necesarias para proceder a una estimación única de los parámetros. 

Especificado el modelo y visto que es posible la identificación única de los pará
metros hay que proceder a su estimación, dado que los parámetros son desconocidos 
por el investigador. En los modelos recursivos el problema se reduce a aplicar la regre
sión múltiple (que utiliza la estimación mínimo cuadrática) a cada una de las 
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ecuaciones del modelo. Cuando los modelos son no-recursivos los MCO no son un 
buen método de estimación. En su lugar se pueden utilizar dos tipos de métodos: los 
llamados de ecuación singular (o información limitada), que estiman las diferentes 
ecuaciones del modelo ecuación por ecuación; y los métodos de estimación de sistema 
completo (información completa), que estiman conjuntamente todos los parámetros. 
El más común de los primeros métodos es el denominado de los mínimos cuadrados 
en dos etapas (MC2E). Entre los segundos Satorra incluye las estimaciones de mínimos 
cuadrados generalizados o ULS (unweighted least squares) y de máxima verosimilitud 
(MV). Todos ellos son explicados por el autor, con sus ventajas e inconvenientes, 
ilustrando su aplicación con dos ejemplos donde se comparan los resultados obtenidos 
con los diferentes métodos de estimación. 

Cuando el modelo está sobreidentificado (véase texto), utilizando MV Satorra 
explica cómo es posible contrastar estadísticamente la validez global del modelo. 

El artículo de Willem Saris es la continuación del trabajo de Alberto Satorra. Da 
soluciones al problema que se plantea en las ciencias sociales cuando se trata de expli
car algún fenómeno y la información que obtenemos contiene errores de medida. En 
el trabajo en cuestión se discuten tres enfoques diferentes para resolver el problema 
del error aleatorio de medida en los modelos de educaciones lineales estructurales; se 
presentan los modelos apropiados y se explican su estimación y verificación. 

El punto de partida es la necesidad de estudiar las relaciones entre las variables ha
ciendo uso de los métodos explicados por Alberto Satorra. Cuando las variables están 
medidas con error, la estimación puede llevar a conclusiones erróneas sobre el impacto 
causal de las variables explicativas sobre las explicadas, y casi siempre implica una 
sobrevaloración del efecto perturbación -es decir, de la influencia de las causas des
conocidas sobre la variable dependiente. (P. V. Marsden, 1981: 203). 

Por lo demás, tales errores son frecuentes en la medición que se hace en las cien
cias sociales y es conocido, por ejemplo, el efecto que puede tener el uso de diferentes 
entrevistadores o la distinta formulación de una pregunta sobre las contestaciones de 
los entrevistados. Cuando tal cosa ocurre, la matriz de varianzas-covarianzas de las va
riables observadas no es útil par estimar los efectos causales, y previamente a la esti
mación es necesario estimar la matriz de varianzas-covarianzas de las variables verda
deras (no observadas). A tal fin se pueden seguir diferentes alternativas, aun cuando 
todas ellas tienen en común el hecho de que obtienen varias medidas de cada variable 
para utilizarlas después en modelos que operacionalizan las teorías existentes sobre la 
medida y el comportamiento de los errores. Estas mediciones múltiples, que se hacen 
tanto de las variables explicativas como de las explicadas, son las variables observadas, 
mientras que los valores verdaderos aparecen como variables no observadas. 

Junto a variables observadas y no observadas hay que considerar los errores en las 
variables (distintos de los errores en la ecuación o término de perturbación), que 
pueden considerarse aleatorios o correlacionados, debido a la existencia de una fuente 
común de sesgo en las mediciones (por ejemplo, la tendencia de algunos entrevistados 
a decir «sí:. a todas las preguntas, al margen de cuáles sean éstas). 

Una vez que hemos conseguido obtener la matriz de varianzas-covarianzas de las 
variables verdaderas estamos en condiciones de estudiar las influencias o efectos de 
unas variables sobre otras, utilizando los métodos de estimación de los modelos causa
les. LISREL es un sistema general, implementado en un programa de ordenador, que 
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permite la resolución de ambos problemas. Siguiendo el trabajo de los psicólogos en 
el campo del error de medida incorpora la distinción entre variables teóricas y va
riables observadas, permitiendo estudiar la relación entre ambas (modelo de medida); 
a panir del trabajo de los económetras en el campo de la causalidad recíproca y en el 
desarrollo de métodos eficientes de estimación permite la estimación de los pará
metros desconocidos (modelo causal o de ecuaciones estructurales). En este sentido, la 
suma de los trabajos de Satorra y de Saris ofrece una visión completa del sistema, al 
abordar los autores las cuestiones inherentes a cada una de las dos problemáticas. 

En su artículo, Saris plantea tres enfoques diferentes para estimar las varianzas
covarianzas de las variables teóricas (a partir de las relaciones entre las variables obser
vadas y las teóricas). El primero de ellos consiste en el uso de indicadores múltiples 
para cada variable teórica; estos indicadores pueaen ser paralelos tau-equivalentes o 
congenéricos -siendo los dos primeros un caso particular del tercero-. Otro enfoque 
consiste en tomar información de la misma variable en diferentes momentos del tiem
po (replicación). Por último el autor plantea la posibilidad de utilizar la replicación 
con indicadores múltiples para cada observación. En el trabajo en cuestión se discuten 
las ventajas y desventajas de cada uno de los enfoques y se ofrece un ejemplo que 
ilustra el tercero de ellos, dado que los dos primeros ya han sido discutidos por otros 
autores. 

Las técnicas que vamos a explicar a continuación difieren básicamente de las prece
dentes en que el tipo de información que utilizan es de tipo cualitativo (variables no
minales, fundamentalmente). Este hecho condiciona el procedimiento a seguir para 
determinar la relación entre las variables y el efecto de unas sobre otras. Sin embargo, 
tanto los modelos lineales logarítmicos como los sistemas de la D son un intento de 
seguir el trabajo de los económetras en el desarrollo de modelos causales, sin olvidar 
que la mayoría de las variables que se utilizan en las ciencias sociales son cualitativas. 
En ambos casos, las técnicas que comentamos ahora tienen limitaciones respecto de los 
modelos causales con variables cuantitativas: 

1. En primer lugar, ninguna de las técnicas permite introducir en la estimación de 
los efectos el error de medida. 

2. Tampoco es posible resolver modelos con efectos causales recíprocos (modelos 
no-recursivos). 

A estas dos limitaciones, en el caso de los modelos lineales logarítmicos hay que 
añadir la imposibilidad de descomponer el tamaño de los efectos de las variables, mi
diendo los efectos causales (directos e indirectos) y los espúreos. Por lo demás, con las 
singularidades que vamos a exponer a continuación ambas técnicas tratan de resolver 
los mismos problemas que la correlación o la regresión (simples o múltiples) y las 
ecuaciones estructurales cuando se tienen variables cuantitativas. 

Resuelto el problema de la especificación del modelo, y sin que haya problema de 
identificación en este caso, tanto los modelos lineales logarítmicos como los sistemas 
de la D proceden a la estimación de los parámetros. Puesto que ambs técnicas están 
basadas en medidas de asociación diferentes, también será diferente el procedimiento 
de estimación. En los modelos lineales logarítmicos la medida de la intensidad de la 
'relación son las razones (comparación de las frecuencias de las categorías entre sí) y en 
los sistemas de la D la diferencia de proporciones (comparación de las frecuencis de las 
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cateogrías con los marginales). A partir de estas medidas, lo mismo que en los mode
los precedentes se trataba de ver cómo se descomponía la correlación entre dos va
riables buscando las fuentes de la covariación, es decir, explicando los mecanismos a 
través de los que se generaba la correlación, ahora se buscarán las fuentes que deter
minan una razón (o logaritmo de la razón) o una diferencia de proporciones, estiman
do la influencia de esas fuentes. 

Cuando se trata de ver el efecto de una variable explicativa sobre otra variable res
puesta, en los modelos con variables intervales se estimaba un único número. Esto era 
posible dada la naturaleza continua de las variables intervales (los individuos son 
«más. o «menos. en la dimensión que se estudia, por ejemplo la edad). Sin embargo, 
cuando se tienen variables nominales, tal continuo no existe, por el contrario aparecen 
estados o categorías (el católico, el protestante, etc., son estados diferentes, ni más ni 
menos, en la dimensión religiosa de los individuos), y ello obliga a que no haya que 
calcular un solo efecto de «toda. la variable explicativa sobre «toda. la variable expli
cada, sino que haya diferentes efectos para las diferentes categorías o estados de am
bas variables. 

A diferencia con los modelos con variables intervales un aspecto que tiene especial 
interés en los modelos lineales logarítmicos y en los sistemas de la D es la interacción 
entre las variables. En el caso de las variables intervales un ejemplo de interacción 
sería el siguiente: el precio de la cesta de la compra (variable dependiente) viene de
terminado por el precio de las patatas (efecto de la variable «patatas:.) por su cantidad 
más el precio de las lechugas (efecto de la variable «lechuga:.) por su cantidad (ambas 
variables independientes). Esto sería así en el supuesto de que no hubiera una oferta 
que hiciera que comprando una determinada cantidad de lechugas y de pan los pre
cios se rebajaran. Es decir, el precio total no siempre es la suma de los productos de la 
cesta, sino que determinadas combinaciones de valores (kilogramos) de las variables 
pan y lechuga interactúan modificando el precio total. En el caso de las variables no
minales la interacción significa que la relación entre dos variables está condicionada 
por las categorías de una tercera variable. Por ejemplo, entre los individuos sin estu
dios (categoría 1 de la tercera variable, estudios) existe una relación muy fuerte entre 
la edad y la práctica deportiva; sin embargo, entre los individuos con estudios supe
riores (categoría 2 de la tercera variable) la relación casi se desvanece: tanto jóvenes co
mo menos jóvenes practican deporte, es decir, la edad es independiente de la práctica 
deportiva. Pues bien, uno de los posibles efectos a considerar cuando se trata de mo
delos causales con variables cualitativas es esta posible influencia de la interacción, 
que hay que añadir como uno más de los factores que explican la relación entre dos 
variables. 

En la medida en que utilizamos los mismos datos con ambas técnicas es posible 
comparar los métodos en función de los resultados obtenidos l. Mirando los dos gráfi
cos que muestran la estimación de los efectos en ambos casos (gráficos 9 y 4 en los 
artículos sobre los modelos lineales logarítmicos y los sistemas de la D, respectivamen
te) vemos que: 1) el signo de los efectos es el mismo; 2) sus tamaños relativos son 
también similares, excepto en el caso del efecto de Permiso sobre Ingresos que es ma-

1 Se pu~d~ v~r una discusión más técnica sobr~ las diferencias que nisten ~ntre los ~nfoques para el 
análisis d~ .tablas d~ contingencias en Krirzer (1979). 
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yor cuando se utilizan proporciones; y 3) en ningún caso hay interacciones de 3. o y 
4. o orden 2. 

Tal como señala James Davis, parece que la elección entre uno u otro método 
(modelos lineales logarítmicos o sistemas de la D) es un problema de «gusto.; algunas 
personas se sentirán más cómodas tratando con razones, mientras que otras encontra
rán las proporciones como una medida más natural. La elección, pues, queda en la 
mano- del lector. 

2 Su contraste se omite en el caso de los sistemas de la D, aunque se puede ver su cálculo en la obra ci
tada en el capítulo respectivo, Sánchez Carrión (1983). 
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9. Introducción a los modelos de causalidad * 

por A. SATORRA * * (autor principal) y L. H. STRONKHORST 

9.1. Estudios descriptivos y explicativos 

Las investigaciones empíricas en el ámbito de las ciencias sociales pueden clasificar
se, a grandes ragos, en dos tipos: en descriptivas y explicativas. El objetivo principal 
de una investigación de tipo descriptivo es la presentación de cifras o datos relativos a 
la situación o estado de un determinado fenómeno social o humano; por ejemplo, a 
la pregunta «¿ha aumentado la delincuencia en los últimos años?» corresponde un es
tudio de tipo descriptivo que presente las cifras actuales de delincuencia y las compare 
con las cifras de delincuencia habidas en años anteriores. En cambio, un estudio de ti
po explicativo no se limita simplemente a la presentación de datos, sino que pretende 
«explicar» unos fenómenos o acontecimientos a partir de la ocurrencia o no de otros 
fenómenos o sucesos. Por ejemplo, a la pregunta «¿influye la cantidad de violencia 
que se proyecta en la televisión sobre la cantidad de violencia presente en la calle?», 
corresponde un estudio de tipo explicativo que investigue la posible interrelación o re
lación de «causalidad» entre las dos formas de violencia mencionadas. En general, un 
estudio de tipo descriptivo comporta la recolección de datos, tabulación y representa
ción gráfica de los mismos, etc.; mientras que un estudio de tipo explicativo implica 
la formulación de hipótesis estadísticas o «modelos» de interrelación entre variables, la 
contrastación estadística de las mismas, así como la estimación de la magnitud de los 
«efectos» hipotéticos entre variables. 

En este capítulo presentaremos la metodología estadística adecuada para el trata
miento de los modelos de causalidad (también denominados modelos de ecuaciones 
estructurales, sistemas de ecuaciones simultáneas, modelos del «path analysis», etc.). 
Dicha metodología, propia de los estudios de tipo explicativo, es adecuada para el tra
tamiento estadístico de datos multivariantes generados en un contexto «no
experimental» l. Dado el carácter introductorio del presente capítulo, supondremos 

• Parte del presente trabajo ha sido posibles gracias a una beca concedida al primer autor por la Dutch 
Organization for Advancement of Pure Research (ZWO). 

•• Quiero agradecer las sugerencias obtenidas en el departamento de Estadística y Econometría de la 
Universidad de Barcelona, que han permitido mejorar una versión preliminar de este artículo. 

1 Para una clarificación de los conceptos relativos a la investigación empírica con datos «no experimenta· 
les~ véase Blalock (1961) y Saris y Stronkhorst (983). 
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que todas las variables relevantes son manifiestas (es decir, observables)2 y medidas en 
escala intervalo 3. 

9.2. Modelos uniecuacionales 

La situación más simple de aplicación de un modelo causal es aquella en la que se 
pretende estudiar los efectos que sobre una variable y, que llamaremos variable de
pendiente o endógena, tiene la variación de una variable X, que llamaremos variable 
explicativa o independiente. En dicha situación puede proponerse una ecuación como 
la siguiente: 

Y=j(x) [1] 

en donde j(X) representa una función específica de X. Dicha ecuación [1] implica 
que, para un individuo cualquiera de la población, el valor de la variable X determi
na con exactitud el valor de la variable Y. Sin embargo, a pesar del carácter altamente 
explicativo que tendría un modelo «exacto. o determinístico como el propuesto en 
[1], es impensable que dicho modelo se ajuste a una realidad observacional o 
empírica. Efectivamente, si Xi e Yi son respectivamente los valores de X e Yen el indi
viduo i-ésimo de la muestra (i es un subíndice que caracteriza el individuo en la 
muestra y que supondremos varía de 1 a N) entonces, lo más probable es que el valor 
o diferencia Yi - j(xi) no sea exactamente igual a cero. Esta discrepancia entre Y y 
j(X) puede ser debida a diferentes razones, como, por ejemplo, a que: 

a) La especificación funcional j(X) considerada es incorrecta. 
b) Existen otras «causas. de variación de Y distintas de j(X). 
c) Los valores Xi e Yi no son los valores «verdaderos. de las variables X e Y (es de

cir, existe «error de medida.). 

En cualquier caso, como solución a la escasa plausibilidad de un modelo 
determinístico como el propuesto en [1], puede proponerse el modelo alternativo si
guiente: 

y = j(X) + U [2] 

en donde la nueva variable U, que corresponde a la diferencia (Y - f(X), se denomi
na término de perturbación del modelo. Dicha variable U no se corresponde con nin
guna característica sustantiva (teórica) de los individuos (es simplemente un rudimen
to estadístico que recoge la discrepancia entre Y y j(X) y es en general una variable no 
observable. Sin embargo, a fin de que [2] implique una estructura específica de va
riación de Y respecto de X (de momento [2] es solamente una identidad), será necesa-

2 La problemática de las variables no observables y del error de medida será tratada en el próximo capí
tulo. 

3 Una referencia imponante para la clarificación de los conceptos relativos a las diferentes escalas de me
dida es la de Stevens (1946). 
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rio incorporar a dicha ecuación algún supuesto relativo al comportamiento de dicho 
término de perturbación U. Concr~tamente, tendremos que introducir algún supuesto 
operativo el cual implique que el término de perturbación U recoge solamente 
aquellos factores o ccausas. de variación de· Y que no tienen ninguna relación o 
característica común con la variable X (de lo contrario j(X) no recogería toda la va
riación de Y debida a X). Ello se consigue suponiendo que si Ui es el valor de U en el 
individuo i-ésimo de la muestra (recordemos que i varía de 1 a N), entonces dicho va
lor es el resultado de un fenómeno aleatorio; es decir, se supone que ui es la rea
lización de una variable aleatoria Ui asociada al individuo i-ésimo de la muestra. Con 
respecto a la distribución de probabilidad de las variables aleatorias Ul , U2 , ••• , Uif 
... , UN' asociadas a los diferentes individuos de la muestra, supondremos lo siguiente: 

(i) La distribución de probabilidad de Ui (i = 1, 2, ... , N) es independiente de 
los valores que toma la variable X. 

(ii) Las variables aleatorias Ul' U2 ' ••• ~ UN son idénticamente distribuidas e inde
pendientes entre sí. 

(üi) La esperanza de Ui (i= 1, 2, ... , N) es cero. 
(iv) La distribución de probabilidad de U, (i = 1, 2, ... , N) es normal. 

La ecuación [2] junto con los supuestos (i) a (iv) constituye una especificación 
completa de lo que se denomina un modelo estocástico (obviamente, el calificativo de 
estocástico proviene del carácter estocástico o aleatorio que hemos supuesto tiene el 
término de perturbación U) 4. La naturaleza estocástica del modelo posibilitará al in
vestigador que dispone de observaciones de las variables X e Y en N individuos de la 
población (o sea, al investigador que dispone de «información muestral.) aplicar téc
nicas inferenciales de estadística a fin de obtener información sobre las características 
«poblacionales. del modelo. Por ejemplo, el investigador podrá estimar los coeficien
tes involucrados en la expresión f(X) que a priori no vienen determinados por la 
teoría, o contrastar hipótesis estadísticas relativas a dichos coeficientes. 

La expresión de [2] más común, y considerada en este capítulo, es la siguiente: 

y = "'IX + U [3] 

en donde se supone que las variables Y y X vienen expresadas en desviaciones respec
to a sus medias ~ y que 'Y es un coeficiente de valor desconocido ca priori •. Como argu
mento a favor de la expresión lineal [3] podemos citar, por ejemplo, que una función 
lineal es una «buena. aproximación de cualquier función cuando el rango de variación 
del argumento es pequeño; o bien, que [3] es una expresión operativa en la que el 

4 Nótese que la suposición de que u. es la realización de una variable aleatoria U¡ implica que el valor 1i 
de la variable endógena Yes también la realización de una variable aleatoria. Es denr, la variable Yes tam
bién de naturaleza estocástica. 

, Es decir, se supone que la media de las observaciones de cada variable es igual a ceto; o sea, 

N N 

~ x, = ~ " = o. 
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coeficiente 'Y tiene una significación empírica concreta: 'Y mide el cambio esperado en 
y provocado por un incremento unitario en X. Dicho coeficiente 'Y, así como la va
rianza de U, u2 , son denominados parámetros (estructurales) del modelo; siendo, en 
general, la determinación de la magnitud de los mismos uno de los objetivos centrales 
del investigador. Hay que señalar que la magnitud de u2 informa sobre la cantidad de 
variación de Y «:no explicada. por la variable X. 

Con respecto a los supuestos (i) a (iv), necesarios para la validez de las técnicas 
propuestas en este capítulo, cabe comentar una serie de extremos. En primer lugar, la 
suposición (ii) implica, en particular, que la varianza de U¡ es constante respecto a i; es 
decir, es idéntica para todos los individuos de la muestra. Dicha implicación, que se 
conoce como la hipótesis de homoscedasticidad, puede resultar insostenible en algu
nas aplicaciones (como, por ejemplo, cuando los individuos son agregados de ctama
ños. muy desiguales). Cuando la varianza de U¡ varía atendiendo al valor de la va
riable X, se dice entonces que el término de perturbación es heteroscedástico y, en es
te caso, previo a la utilización de las técnicas propuestas en el presente capítulo, es ne
cesario aplicar alguna transformación específica a las variables o ponderar las observa
ciones. No insistiremos sobre este extremo y simplemente remitimos al lector interesa
do en el problema de la heteroscedasticidad a que consulte cualquier manual de 
econometría (como, por ejemplo, )ohnston, 1963; Goldberger, 1970). 

Respecto a la suposición (ii), de independencia estocástica de las diferentes realiza
ciones de U, cabe señalar que, si bien es una suposición cnatural. en un contexto de 
datos de ccorte-transversal. (por ejemplo, con datos de encuesta), cuando los datos 
son de cserie-temporal. es probable que la serie Ul , U2 , ••• , UN presente cautocorrela
ción. en cierto grado. Los económetras han desarrollado ampliamente técnicas 
específicas para el tratamiento del problema de la cautocorrelación. (véase, por 
ejemplo, los manuales de econometría anteriormente citados); sin embargo, puesto 
que el presente capítulo va dedicado principalmente al tratamiento de datos de «cor
te-transversal. (datos que, por otra parte, son abundantes en las ciencias sociales), la 
problemática de la autocorrelación no será objeto de atención en este capítulo. 

Una generalización inmediata del modelo [3] se obtiene cuando en lugar de una 
sola variable X consideramos una serie Xl' X 2, ••• , XK de variables explicativas. En es
te caso, la ecuación del modelo será: 

[4] 

en donde se supone que U verifica también los supuestos (i) a (iv), teniendo en cuen
ta que el supuesto (i) se convierte ahora en: 

(i) La distribución de probabilidad de Uf,.i = 1, 2, ... , N) no depende de los valo
res que toman las variables Xl' X 2, ••• , X K• 

El coeficiente 'Y.,(j = 1, 2, ... , K), que aparece en la ecuación [4], se denomina co
eficiente de regresión parcial correspondiente a X, y expresa la variación provocada 
en y por un incremento unitario de ~ en el supuesto que las restantes variables 
explicativas de la ecuación permanecen fijas (o ccontroladas.). 

Esperamos que el lector haya reconocido en [4] al modelo de regresión lineal múl-
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tiple con K variables explicativas 6. Además el lector debe también reconocer en los su
puestos (i) a (iv) las hipótesis básicas que garantizan que el método de los mínimos 
cuadrados ordinarios (de aquí en adelante, MCO) conduce a un tratamiento inferen
cial «óptimo •. Cabe señalar también que los supuestos (i) a (iv) garantizan que el mé
todo de los mínimos cuadrados ordinarios sea equivalente al método de la máxima ve
rosimilitud propuesto, más adelante, en el apartado de este capítulo correspondiente 
a la estimación. 

En el contexto del path analysis una forma habitual de representar la especifica
ción de un modelo es mediante los denominados diagramas path. En el caso de un 
modelo uniecuacional con dos variables explicativas, dicha representación sería la que 
muestra la figura 1. 

FIGURA 1. 1) Diagrama cpath. de un modelo uniecuacional con dos variables explicativas. 

En el diagrama que presenta la figura 1 una flecha simboliza un «efecto directo. de 
una variable (extremo inicial) sobre otra variable (extremo final) explicado por el mo
delo, mientras que una doble flecha representa una correlación entre dos variables no 
explicada por el modelo. 

9.3. Modelos multiecuacionales 

Un investigador que intente operativizar o contrastar una teoría se verá obliga
do, muchas veces, a considerar modelos más complejos que el simple modelo 
uniecuacional presentado en el apartado anterior. Puede suceder, por ejemplo, que 

6 Un supuesto adicional de los autores respecto al actual lector es que, éste, al empezar el capítulo, esta
rá ya familiarizado con el modelo de regresión a un nivel de curso introductorio en estadística. En caso de 
que dicho supuesto no sea cierto, remitimos al lector a que consulte, por ejemplo, Thomas (1980). 
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alguna de las variables que actúan como explicativas en una ecuación sea al mismo 
tiempo una variable cexplicada~ o dependiente (endógena) en otra ecuación del mo
delo. Supongamos, a efectos ilustrativos, un estudio hipotético en el ámbito educa
cional en el que se especifica una ecuación de regresión que cexplica~ las aspiraciones 
educacionales (AE) (variable dependiente) de los estudiantes de BUP por medio de 
una serie de variables explicativas entre las que se incluye el rendimiento académico 
(RA) del estudiante. En dicho estudio, cabe pensar que el rendimiento académico RA 
será a su vez variable cexplicada~ o dependiente en otra ecuación de regresión del mo
delo (sugerida también por la cteoría~) en la que entre las variables explicativas figura
rá la variable de aspiraciones educacionales AE. El hecho de que entre las variables 
explicativas de una ecuación de regresión figuren variables que simultáneamente son 
variables endógenas o cexplicadas~ en otra ecuación del modelo implicará, en general, 
la utilización de técnicas estadísticas más complejas que las meras técnicas de regre
sión. 

Efectivamente, la naturaleza endógena de una variable explicativa implicará, en 
general, la existencia de correlación entre dicha variable explicativa y el término de 
perturbación de la correspondiente ecuación y, por tanto, que los estimadores Meo 
sean estimadores inconsistentes 7. Siguiendo con el mencionado estudio en el ámbito 
educacional, la existencia de correlación entre el término de perturbación y las variables 
explicativas queda manifiesta considerando el modelo de dos ecuaciones representado 
en la figura 2 (en donde 1 representa el resultado de un test de inteligencia y NEP es 
una medida del nivel educacional de los padres). 

/ 
UI 

/8 'Yu ,. 0 
cPu ~21r 1~12 "12 

) I NEP l 1'22 
~ 0 
~ U2 

¡¿ 

FIGURA 2. Diagrama path correspondiente al modelo educacional. 

7 Recordamos al lector que, al estimar una ecuación de regresión, un supuesto básico para asegurar la 
consistencia de los MeO es que las variables explicativas estocásticas estén incorrelacionadas con el término 
de perturbación de la ecuación. 
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En dicho modelo, la variable AE (ídem, RA), que es una de las variables explicati
va de la primera (segunda) ecuación, estará correlacionada con el término de perturba
ción UI (U2) como consecuencia de los efectos recíprocos entre RA y AE (nótese que 
UI (U2) interviene, a través de RA, en la «generación:. de los valores de AE (RA». 

La correlación entre variables explicativas y términos de penurbación aparecerá 
siempre que una variable tenga indirectamente (a través de otras variables) un «efecto:. 
sobre sí misma o, simplemente, cuando los términos de perturbación de las diferentes 
ecuaciones del modelo estén correlacionados. Dicha problemática conduce a tener en 
cuenta la simultaneidad de las diferentes ecuaciones propuestas en el modelo (i), por 
tanto. a introducir el modelo típicamente econométrico de ecuaciones estructurales li
neales o. denominado también, sistema de ecuaciones simultáneas (interdependien
tes) 

En un sistema de ecuaciones simultáneas puede distinguirse una serie de G va
riables Y I • ••• , Y2 • ••• , YG, denominadas endógenas, la variación de las cuales viene 
explicada por las ecuaciones del modelo y otra serie de K variables Xl' ... , X K , ••• , X K , 

denominadas variables exógenas, cuya variación no viene explicada por el modelo. 
Corresponde a cada una de las variables endógenas una ecuación de regresión lineal 
en la que como variables explicativas pueden figurar tanto variables exógenas como 
otras variables endógenas del modelo; es decir, un sistema de ecuaciones simultáneas 
viene caracterizado por un sistema de ecuaciones del siguiente tipo: 

[5] 

en el que algunos de los coeficientes (betas y gammas) a priori serán igual a cero o 
sometidos a restricciones específicas. Con respecto a los términos de penurbación Ug 

(g = 1, 2, ...• G) de las distintas ecuaciones supondremos que son también de natu
raleza estocástica como en [4]. Si U

" 
representa la perturbación (variable aleatoria) aso

ciada a la ecuación g-ésima del modelo e individuo i-éstimo de la muestra, supondre
mos que: 

(i) La distribución de probabilidad de Ug; (g = 1, 2, ... , G e i = 1, 2, ... , N) es 
independiente de los valores que toman las variables exógenas Xl' X 2 , ••• , X~ del 
modeloS. 

(ir) Para toda ecuación 9 del modelo (g = 1, 2, ... , G), Ug .. lf,2' ••• , UgN son va
riables aleatorias estocásticamente independientes entre sí. 

8 Precisamente la cexogeneidad:. de una variable queda caracterizada por el hecho de que la distribución 
de probabilidad de los términos de perturbación es independiente de los valores que toma dicha variable. 
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(iü) Para cada individuo i de la muestra (i = 1, 2, ... , N), la distribución de pro
babilidad conjunta de U1i, U2i1 ••• , UGiI es normal multivariante con vector de medias 
igual a cero. La matriz de varianzas y covarianzas de dicha distribución vendrá denota
da por'" (psi). 

Utilizando notación matricial podemos escribir [5] de la siguiente forma: 

y = BY + rx + U [6] 

en donde, obviamente, y, X Y U son los vectores de variables siguientes: 

y B Y r las matrices: 

B= 

'Y 11 'Y 12 'Y lK 

r 

'Y Gl 'Y G2 'Y GK 

Si 1 representa la matriz identidad de dimensiones G x G, supondremos (sin que 
ello comporte pérdida de generalidad) que la matriz (I - B) es una matriz no singu
lar. La expresión [5] ó [6] se denomina la forma estructural del modelo, siendo los 
elementos de las matrices B, r y y con valor desconocido a priori los denominados 
parámetros (estructurales) del modelo. El conjunto de dichos parámetros vendrá deno
tado por 8 y los valores «verdaderos- (poblacionales) de los mismos por (Jo. En general, 
será un objetivo fundamental del investigador la obtención de información relativa a 
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(Jo. Dicha información se «extraerá:. de la «muestra:. utilizando técnicas estadísticas 
apropiadas. 

Dado que la matriz (I-B) se ha supuesto no singular, una expresión del modelo 
equivalente a [6] es la siguiente: 

y= IIx+ V (7] 

en donde: 

II [8] 

y 

V = (1 - B)-IU [9] 

Los supuestos estocásticos (i) a (iii) relativos a U y la igualdad [9] implicarán que el 
vector aleatorio V tenga distribución normal multivariante con vector de medias igual 
a cero y matriz de varianzas y covarianzas n dada por: 

n = (1 - B)-lir(1 - B)'-l [lO] 

La expresión [7] se denomina forma reducida del modelo y especifica la distribución 
del vector de variables endógenas Y condicionada al vector de variables exógenas X. A 
los (G x K + G(G + 1)/2) coeficientes de las matrices n y n, que caracterizan 
dicha distribución condicional de Y respecto X, los denominaremos parámetros 
estadísticos del modelo. El conjunto de dichos parámetros vendrá denotado por n y 
los valores «verdaderos:. de los mismos por ~o • 

Una clase importante de modelos multiecuacionales son los denominados modelos 
recursivos, que vienen caracterizados por las dos condiciones siguientes: 

a) Existe una ordenación de las ecuaciones del modelo en la que la matriz B 
correspondiente es triangular. 

b) La matriz ir de varianzas y covarianzas de los términos de perturbación es 
diagonal. Es decir, los términos de perturbación de las diferentes ecuaciones del mo
delo están incorrelacionados entre sí. 

El aspecto más relevante del carácter recursivo de un modelo es que la problemática 
propia de la interdependencia entre ecuaciones desaparece; de tal manera que los MCO 
aplicados independientemente en cada ecuación conducen a estimaciones consistentes y 
«óptimas:. de los parámetros del modelo. Efectivamente, se demuestra fácilmente que 
los supuestos de recursividad [(a) y (b)] imposibilitan la correlación entre variables en
dógenas explicativas y los términos de perturbación correspondientes. 

Los modelos recursivos han tenido un papel imponante en el desarrollo de la me
todología de las ecuaciones estructurales. Algunos autores han argumentado afuman
do el carácter intrínsecamente recursivo de todo modelo de causalidad (véase Wold, 
1964). Cabe decir también que las técnicas delpath analysÍJ (Wright, 1934) y, en par-
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ticular, las técnicas de la correlación parcial (Simon, 1957 y Blalock, 1964), que con
tribuyeron de forma importante a introducir los modelos de causalidad en el ámbito 
de la Sociología, son principalmente técnicas de modelos recursivos. 

9.4. Identificación 

Un problema típico de los modelos de ecuaciones estructurales no recursivos, que 
es previo a todo proceso de estimación y contraste, es el denominado problema de la 
identificación. Dicho problema plantea la cuestión fundamental de si mediante la 
einformación muestral. es posible obtener información sobre los valores everdaderos. 
de los parámetros estructurales. 

La forma reducida [7] del modelo, presentada en el apartado anterior, implica que 
la distribución del vector de variables endógenas Y condicionada al vector de variables 
exógenas X es normal multivariante con vector de medias igual a nx y matriz de va
rianzas y covarianzas O; de manera que los parámetros estadísticos n (es decir, el con
junto de elementos de las matrices n y O) caracterizan dicha distribución condicional. 
Pues bien, el modelo estadístico que tenemos planteado es de tal naturaleza que la 
einformación muestral. posibilita la estimación consistente de los parámetros estadís
ticos del modelo; o sea, aumentando suficientemente el tamaño de la muestra pode
mos aproximar los elementos de n y O con la exactitud deseada. El problema de la 
identificación consiste en averiguar si la determinación de n y O implica también la 
determinación de O; solamente si ello es así, la einformación muestral. posibilitará tam
bién la estimación consistente de los parámetros estructurales del modelo. 

Fijada la información ca priori. que hace referencia a los valores específicos de al
gunos elementos de las matrices B, r y 't, se establece a través de [8] y [lO] una co
rrespondencia entre O (parámetros estructrurales, o sea, valores concretos de los ele
mentos elibres. de las matrices, B, r y 't) y ~ (parámetros estadísticos, o elementos de 
las matrices n y O); es decir [8] y [lO] determinan una función específica 

~ = 0(0) 

Un modelo diremos que esti identificado si no existen dos conjuntos O' y O" de pará
metros estructurales a los. que les corresponde el mismo conjunto ~ de parámetros 
estadísticos; o sea, el modelo estará identificado si: 

~«(J) = ~(O') ~ O' = O" 

Diremos que el modelo está localmente identificado en (Jo si 

~(O) = ~(O') ~ O' = (Jo 

para cualquier O' en un entorno de (Jo. 

En el mismo sentido, diremos que un parámetro estructural del modelo está iden
tificado si no hay dos valores distintos de dicho parámetro compatibles con un mismo 
conjunto ~ de parámetros estadísticos. Un grupo de parámetros estructurales diremos 
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que está identificado si cada uno de los parámetros del grupo está identificado. En 
particular, una ecuación del modelo diremos que está identificada si cada parámetro 
de la ecuación está identificado. Obviamente, la estimación de un parámetro del mo
delo tendrá sentido solamente en el caso de que dicho parámetro esté identificado (al 
menos localmente). 

En general, el problema de la identificación de un modelo se resolverá consideran
do las ecuaciones [8] y (10] e investigando si es posible la obtención de los elementos 
libres de las matrices B, r y ir (o sea, los elementos de 8) en función de los elementos 
de las matrices n y {) (elementos de TI). Si los elementos de TI determinan a los ele
mentos de 8, entonces el modelo está identificado. Dado que el número de elementos 
de TI es igual a (G x K + G(G + 1)/2), que es el número de ecuaciones implícitas 
en [8] y [10], si el número de parámetros estructurales funcionalmente independien
tes (elementos de 8) es r, una condición necesaria para que el modelo esté identificado 
es la siguiente: 

d = ((G x K + G(G + 1)/2) - r) ~ O [11] 

Si el modelo está identificado y d es igual (mayor) que cero, entonces diremos que el 
modelo está exactamente (sobre) identificado. 

Cuando el modelo no impone «a priori. restricciones sobre la matriz" ir de varian
zas y covariznzas de los términos de perturbación y las restricciones sobre B y r son de 
«exclusión. (elementos de B y r iguales a cero), las condiciones típicas que determinan 
el estado de identificación de cada ecuación del modelo son las siguientes: 

Condición de orden: una condición necesaria para que una ecuación concreta del 
modelo esté identificada es que el número de variables excluidas de la ecuación sea 
igual o mayor que el número de ecuaciones del modelo menos una. 

Condición de rango: Denotando por A la matriz particionada siguiente: 

A = [1 - B ) r] . (12] 

una condición necesana y suficiente para que una ecuación concreta del modelo esté 
identificada es que la matriz formada mediante las columnas de A que tienen valor 
cero en la fila de la ecuación considerada (o sea, aquellas columnas que corresponden 
a variables excluidas de la ecuación considerada) sea de rango G - 1 (es decir, que 
pueda extraerse de dicha matriz un determinante de orden G - 1 distinto de cero). 

Si una ecuación del modelo está identificada y verifica además la condición de or
den con igualdad (desigualdad) estricta, entonces diremos que dicha ecuación está 
exactamente(sobre) identificada. 

Como ilustración de dichas condiciones de rango y orden, consideremos el modelo 
especificado en la figura 2 anterior. En dicho modelo, es fácil verificar (véase apartado 
9.7 de este capítulo) que las dos ecuaciones verifican las condiciones de orden con 
igualdad estricta. Puesto que además cada ecuación verifica la condición de rango (con 
tal de que 1'11 y 1'22 sean distintos de cero) resulta que ambas ecuaciones del modelo 
están exactamente identificadas. En cambio, si el modelo especificase adicionalmente 
un «efecto. directo de NEP sobre RA, entonces el modelo dejaría de estar identificado. 
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Es imponante que el lector tenga en cuenta que las condiciones de orden y rango 
anunciadas anteriormente son relevantes solamente en el caso de que no haya restric
ciones sobre Y, y que las restricciones sobre B y r sean de «exclusión •. A veces se im
ponen ea priori. restricciones sobre Y resultando que modelos que no verifican las 
condiciones de orden y rango enunciadas anteriormente pueden estar identificados. 
Un ejemplo típico de dicha situación nos lo ofrecen los modelos recursivos, para los 
que se puede probar que están siempre identificados (que los MCO proporcionen, esti
maciones consistentes de los parámetros estructurales es ya una prueba de ello), inde
pendientemente de que las diferentes ecuaciones del modelo verifiquen o no las con
diciones de orden y rango. 

Para un tratamiento más detallado del problema de la identificación, el lector in
teresado puede consultar los manuales de econometría anteriormente citados. Para un 
tratamiento exhaustivo del problema de la identificación del modelo de ecuaciones es
tructurales introducido en este capítulo véase Fisher (1966). 

9.5. Estimación 

Cuando el modelo está identificado, y la especificación del mismo es correcta, 
existe una gran variedad de métodos de estimación que conduce a estimaciones consis
tentes de los parámetros estructurales. Puede estimarse cada ecuación del modelo se
paradamente de las demás mediante uno de los denominados métodos de ecuación 
singular o información limitada, o bien puede utilizarse uno de los métodos de esti
mación de sistema completo, o información completa, que estiman conjuntamente 
todos los parámetros de las ecuaciones del modelo. 

Los métodos de estimación de ecuacióll: singular, no tienen en cuenta la intercorre
lación entre los términos de penurbación de las diferentes ecuaciones del modelo y 
pueden, por tanto, resultar menos eficientes que los métodos de estimación de siste
ma completo (que si incorporan en el proceso de estimación la información relativa a 
la intercorrelación entre los términos de penurbación). Sin embargo, los métodos de 
ecuación singular pueden resultar más ero bustos. frente a los errores de especificación 
que los métodos de sistema completo ya que, al tratar cada ecuación por separado de 
las demás, los errores de especificación de una ecuación epenurban. solamente las es
timaciones de los parámetros de esta ecuación. 

El método de estimación de ecuación singular más común es el denominado de los 
mínimos cuadrados bietápicos (MC2E). La naturaleza de dicho método de estimación 
es simple: si los MCO aplicados a una ecuación del modelo resultan inconsistentes de
bido a la correlación del término de penurbación con variables endógenas explicativas 
de la ecuación, los MC2E sustituyen ~f.11a estimación MCO dichas endógenas explicativas 
por einstrumentos. incorrelacionados con el término de penurbación. El einstrumento. 
de una variable será !~_combinación lineal de variables exógenas del modelo que más se 
correlaciona con ella. La obtención de los «instrumentos., por medio de la regresión 
MCO de cada variable endógena explicativa sobre todas las variables exógenas del mo
delo, constituye la primera etapa de los MC2E; mientras que, la estimación MCO de 
la ecuación del modelo con «instrumentos. en lugar de endógenas explicativas consti
tuye la segunda etapa de los MC2E. 
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A fin de facilitar la exposición de los método de estimación de sistema completo 
más habituales, introduciremos el vector Z de variables del modelo dado por: 

Z' = (Y', X') , 

la matriz S de varianzas y covarianzas muestral de Z9, particionada de la forma si
guiente: 

S= [1:-+-{:-] 
I 

y, finalmente, la matriz E, que denominaremos matriz de varianzas y covarianzas po
blacional, dada por lO: 

[ 
ns n' + (3-IY{3'-1 I ns ] E =~... I _xx 

S n' I S 
~... I xx 

Puesto que la inferencia estadística se efectúa condicionada a los valores observados de 
las variables exógenas, la matriz Sxx puede considerarse fija y conocida, de manera que 
la especificación del modelo induce una función específica E = E(O) que hace corres
ponder a cada O una matriz E de varianzas y covarianzas poblaciones. 

Diferentes métodos de estimación de sistema completo, entre ellos el que corres
ponde a la aplicación del principio de la máxima verosimilitud, se derivan de la mini
mización de una/unción cn·teno F = F(S, E) o medida del ajuste (<<discrepancia» en
tre S y E. Puesto que E es función de O, fijada la muestra (y, por tanto, fijada la ma
triz S) se obtiene una función específica F(O) = F(S, E(O» de O. Definiremos la esti
mación de O asociada a la función criterio F como aquel valor O de los parámetros del 
modelo que satisface: 

F(O) ::s; F(O) VO E €} 

en donde €} denota el espacio de parámetros (valores posibles de O) asociado a la espe
cificación del modelo. Obviamente, las cualidades de O como estimación de O depen
derán de la elección hecha de la función criterio F. 

9 Si z,(i = 1. 2 •...• N) representa la observación del vector Z correspondiente al individuo i-ésimo 
muestral. la matriz S vendrá definida por: 

N 
S = l/(N - 1) E (z, - z)(z, - z)' 

,-1 

en donde 
N 

Z = l/N E Z, 

,-1 

lO Véase. por ejemplo. fórmula [4] en Joreskog (1973). 
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Expresiones típicas de" F con las siguientes: 

(i) FULS (S, 1:) = 1/2Tt{5 - 1:)2 , 

que conduce a los denominados estimadores de mínimos cuadrados no ponderados 
(UlS: «Unweigthed Least Squeares:.), 

(ii) FGLS (S, 1:) = 1/2Tr[(5 - 1:)5- 1)2 

que corresponde a los denominados estimadores de mínimos cuadrados generalizados 
(GIS: «Generalized Least Squares:.), y, finalmente, 

(iii) FML (S, 1:) = Tt{1:- I S) - log I 1:- IS I - (G + K) 

que es la función criterio correspondiente a las estimaciones máximo verosímiles (con 
información completa) (ML: «Maximum Likelihood:.). Los estimadores UlS y GLS vie
nen tratados, por ejemplo, en Browne (1977) mientras que la función criterio de ML 
viene propuesta en Joreskog (1973). Puede demostrarse que tanto los estimadores ML 
como los ULS y GLS son estimadores consistentes. Sin embargo, una cualidad funda
mental de los estimadores ML es la de que, son eficientes (<<óptimos:.) y con distribu
ción normal. Un aspecto interesante de la utilización de Furs es que, a diferencia de las 
otr~ funciones criterio, no requiere que 5 sea una matriz no singular. 

La minimización de las funciones criterio Furs, FGLS Y FML se efectuará mediante 
procedimientos iterativos de optimización numérica. En general, partiendo de una es
timación inicial (}<I) se generará una secuencia (}<I), (}<2), (}<3), (}<4) ••• de valores de los pa
rámetros tal que F«}<I» < F«}<t-I» hasta conseguir la convergencia. El método numéri
co de minimización utilizará el vector de derivadas primeras de la función F(8) así co
mo una aproximación de la matriz de derivadas segundas de dicha función. En el caso 
de la estimación ML la aproximación utilizada de la matriz de derivadas segundas es 
la matriz de información que servirá también para calcular los errores estándars de las 
estimaciones ML (para la estimación de la matriz de varianzas y covarianzas de los esti
madores ULS y GLS véase Browne, 1982). 

Un programa de ordenador que operativiza los métodos de estimación MC2E, 
DLS, GLS y ML mencionados en este apartado, en el marco de un modelo más gene
ral incluso que el de ecuaciones simultáneas presentado en este capítulo, es el progra
ma LISREL de Joreskog y Sorbom (1984). 

9.6. Contraste Gi-cuadrado de la bondad del ajuste 

Cuando el modelo está sobreidentificado, es decir, cuando el valor d dado por 
[11] es mayor que O, la matriz 1: de varianzas y covarianzas poblaciones está sometida 
a restricciones (de sobreidentificación) que deben verificarse si la especificación del 
modelo es correcta (<<verdadera~). Si la estimación se efectúa utilizando el método de 
la máxima verosimilitud (de sistema completo) considerado en el apartado anterior, 
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dichas restricciones de sobreidentificación sobre E pueden contrastarse estadísticamen
te, de manera que la especificación del modelo (que implica dichas restricciones) pue
de ser falseada. El contraste de estas restricciones de sobreidentificación equivaldrá a 
un contraste de la «bondad del ajuste:. del modelo especificado. 

El estadístico de contraste utilizado es un estadístico de contraste de la razón de 
verosimilitud, cuya hipótesis nula sostiene que E satisface las restricciones impuestas 
por la especificación del modelo, mientras que la hipótesis mantenida sostiene, sim
plemente, que E es una matriz definida positiva. El valor del estadístico de contraste 
se obtiene multiplicando por (N - 1) el valor mínimo de la función criterio FML(O). Si 
la hipótesis nula es cierta (o sea, si la especificación del modelo es «verdadera.) la dis
tribución asimptótic!l (para muestra grande) de dicho estadístico de contraste en Gi
cuadrado con grados de libertad igual al número d (dado por [11]) de restricciones de 
sobre identificación sobre E impuestas por la especificación del modelo. la problemá
tica de la utilización de dicho estadístico de contraste de la razón de verosimilitud en 
el contexto de los modelos de -ecuaciones estructurales que ahora nos ocupa viene de
sarrollada en Satorra (1983). A base de considerar la diferencia de los estadísticos Gi
cuadrado de la bondad del ajuste correspondientes a dos modelos anidados, puede 
contrastarse una gran variedad de hipótesis estructurales relativas al modelo especifica
do. 

9.7. llustración 

Ilustraremos la metodología estadística propuesta en este capítulo mediante dos 
ejemplos. En el primero, que tendrá carácter experimental, analizaremos una muestra 
de datos «artificiales:. generada asignando valores concretos a los parámetros del mode
lo educacional considerado anteriormente en la figura 2. En el segundo ejemplo, si
tuado en el contexto de una investigación empírica actualmente en curso, se efectuará 
la estimación y contraste, utilizando datos empíricos, de un modelo de fertilidad o de 
cohort analysis. 

Ilustración con muestra arficial 

Un estudio en el ámbito educacional que intente evaluar la incidencia recíproca 
que tienen entre sí variables como las «aspiraciones educacionales:. (AE) y el «rendi
miento académico:. (RA) referidas a los individuos de una determinada población es
tudiantil (por ejemplo, la población de alumnos de 3. er curso de B.U.P.), puede con
ducir a la especificación de un modelo como el presentado anteriormente en la figura 
211 • Considerando valores concretos para los parámetros de dicho modelo, concreta
mente los valores presentados en la figura 3, se ha «simulado:. una muestra de 
N = 200 observaciones de las variables del modelo RA, AE, 1 y NEP. Para la genera
ción de dichas observaciones, las realizaciones de UI y U2 se han obtenido de dis
tribuciones normales (como corresponde a los supuestos estadísticos habituales) in-

11 Por ejemplo, dicho modelo es una versión simplificada de Land (1971). 
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dependientes, mientras que las realizaciones de las variables exógenas 1 y NEP se han 
obtenido de sendas distribuciones uniformes (siendo, ahora, esta elección distribucio
nal completamente arbitraria). La matriz S de varianzas y covarianzas muestra mues
tral calculada a partir de la muestra cartificial~ resultante se presenta en la tabla 1. 

1/1 12 = 0.0 

FIGURA 3. Diagrama path del modelo educacional y valores «verdaderos» de los parámetros 
utilizados en la generación de la muestra artificial. 

TABLA 1. Matriz de varianzas y covarianzas muestral correspondiente a la muestra «artificial~. 

¡(Jo Al:: N¿P 

------ ------ ---- ----
k~ 0 ... ,,1 
Ac o.~43 9.UOb 
1 l ... 4!) 1.Ol~ 2.799 
,U:P 1.0óO ¿.110 -0.179 J.2tU 

En base a la cinformación muestral~ contenida en dicha matriz S de varianzas y co
varianzas, y utilizando la metodología propuesta en este capítulo, intentaremos repro
ducir las características cpoblacionales~ (valores cverdaderos~) de los parámetros del 
modelo. 

Como etapa previa a cualquier análisis estadístico inferencial, consideraremos la 
expresión analítica del modelo e investigaremos el estado de identificación del mismo. 

Las ecuaciones del modelo, que corresponden al diagrama path presentado en la 
figura 2, son las siguientes: 

(13] 
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y la matrices, B, r y y de coeficientes del modelo, bajo las correspondientes restric
ciones a priori, serán: 

[

O 
B -

{321 

y 

en donde Y12 = Y21 • Por tanto, el conjunto (J de parámetros del modelo, o coeficien
tes «libres. de las matrices B, r y Y, será el vector de parámetros siguiente: 

Dado que el modelo no impone a priori restricciones sobre la matriz Y de varian
zas y covarianzas de los términos de penurbación del modelo, y que las restricciones 
sobre B, r y y son de «exclusión., el problema de la identificación del modelo se re
solverá averiguando si cada ecuación del modelo satisface la condición de rango (y la 
de orden). La matriz A correspondiente en este caso será la siguiente: 

[

1 
A= 

-{j21 

'Yll 

1 O 

Puesto que el rango de la matriz [O 1'22] es igual a 1 (con tal de que 1'22 * O), la 
primera ecuación del modelo está identificada y, además, dado que la condición de 
orden se verifica con igualdad estricta. dicha ecuación estará exactamente identificada. 
De la misma manera concluiríamos que la segunda ecuación está también exactamen
te identificada. Por tanto, el modelo está exactamente identificado y tiene sentido el 
intentar «recuperar. los valores «verdaderos. de los parámetros a partir de la informa
ción muestral •. 

Si el investigador ignorase la problemática de la interdependencia entre las ecuacio
nes planteadas en [12] estimaría, seguramente, los parámetros del modelo aplicando 
MCO por separado en cada ecuación. Dicho procedimiento de estimación, aplicado a 
la muestra «artificial. mencionada anteriormente, conduce a los resultados que pre
sentamos en la tabla 2. 

Puede observarse en dicha tabla 2 que las estimaciones MCO de los parámetros es
tructurales del modelo obtenidas difieren sustancialmente de los valores «verdaderos. 
de los mismos. Se observa, por ejemplo, que la estimación correspondiente al «efecto 
directo. de RA (Y1) sobre AE (YJ es .95, un valor mayor que la estimación correspon
diente al «efecto directo. de AE sobre RA (.65), contrariamente a lo que puede obser
varse en la figura 2 entre los valores verdaderos de dichos «efectos •. 

En cambio, si aplicamos uno cualquiera de los métodos de estimación de ecuacio
nes simultáneas, propuestos en este capítulo, observaremos resultados mucho más sa-
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TABLA 2. Resultados de la estimaClon MeO de las dos ecuaciones del modelo educacional 
(out puf de BMDP). 

Kt~Kc~:.lu.~ T!1L¡; 1!. 
ESTI~A~l~~ ~C~ O~ LA P~!1E~~ l~UA~JUN ~12. 111 

HULl it>L¡;: ñ. 

thJL T LPLt: K-5IJUARi 

'(2 
Xl 

lo 
.3 

R~~KE~:..U~ 1 lfLE 15 

1 Vi 

0 • .,,50.1 
0.90.31 

STu. ERkUK úf c~r. 

O.oj<tb¿ 1312 O.Ol."U· 
.G.6350111l O.OJ<t.U 

STU. RE ... 
~uHf 

0.173 
0.4111 

34.212 
U.S02 

Esr 1.1A~ILJ'4 ¡1t..U L>t: LA $t~JUI.JH (\..uA~iv .. 4 1321. 122 

O[PE~Jc~r VARIAbL(. 
TUlb(~N,-~ 

MJLr, t>LE ¡( 

,."JL TI PL 1: K- ~ olU Al< E 
O.óu2le 
O.71tj{, 

2 '12 
0.0100 

~ru. [KKUK Uf E~T. 
I 

!)TO. kE", 
VAkl.lúLE LuEFf H.Jl • .¡J A S 1 .J. tt:KUK ~uéff T 

au 
'll ú.J"J't:70 A ll.040!>t .. 1..8U'l ¿J.:u7 
X2 -t LJ.::. .. L',lI22 O.0!>c.'JO 0.2H (,.202 

0.7931 

P12 U'U 

0.0 
0.0 

Pt2 TA ... J 

0.0 
0.0001l 

tisfactorios. La tabla 3 presenta las estimaciones MC2E y Mi de los parámetros estruc
turales del modelo. Puede observarse que en este caso los dos métodos de estimación 
conducen a estimaciones idénticas, siendo ello debido a que las dos ecuaciones del mo
delo están exactamente identificadas. Cabe señalar que los errores estándars presenta
dos en la tabla 3 corresponden solamente a las estimaciones Mi y que (como es habi
tual en el programa LISREi) las estimaciones MC2E han sido utilizadas como valores 
iniciales del proceso iterativo que conduce a las estimaciones Mi. 

Por otra parte, la tabla 4 muestra la ejecución de las dos etapas de los MC2E. En 
dicha tabla pueden observarse los outputs de BMDP correspondientes a la estima
ción MCO de las regresiones siguientes: 

Primera etapa M C2E 

Segunda etapa MC2E: 

Regresión de YI sobre Xl y X 2 

Regresión de Y2 sobre Xl y X 2 

Regresión de YI sobre Y2 y X¡ 
Regresión de Y2 sobre Y¡ y X2 

siendo respectivamente Y¡(IY¡, en el output) y Y I(IY2) los ajustes de Y¡ e Y2 obtenidas 
en la primera etapa de los MC2E. Conviene observar, no obstante, que los errores es
tándars de las estimaciones MCO de la segunda etapa no coinciden con los errores es
tándars MC2E. 
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TABLA 3. Estimaciones MC2E y ML de los parámetros del modelo educacional obtenidas me
diante USREL. Nótese que las dos estimaciones coinciden (y coinciden también con las estima

ciones ULS y GLS). 

RA 
AE 

KA 
AE 

RA 
AE 

R.\ 
Al: 

RA 
Aa: 

RA 
Al: 

llETA 

~o--. áf-O:544B12 
0.4~4~21 0.0 

bAri144 

l-----;ll~1:e----- ... 
0.Cl15, 0.0 y 
0.0 0.514 22 

~____ Al ____ __ 
0.730 
O.jdb 3.525 

utrA 

~_____ Af-_____ A 

0.0 0.~44812 
0.4~4a21 0.0 

bA""'A .. 
l-------yll~Le-----

0.b75 0.0" 
0.0 0.~14Y22 

PSI 

~_____ A~ ____ __ 
O.HO 
0.38b 3.~Z5 

... lA:'UKtS Uf GUUJ,i[ S~ Uf f J T fUk T Hi: ~HULE "","'El : 

Cdl-SIoIUAkl: IoflTlI ...Q..J.>t;~KHS UF I-Rlt:uuH 15 0.00 (PKU8. LEVEL • 1.000J 

$IANuAKU EkKUhS 

~~------ ~~------
ilA 0.0 0.O4'l 
AE O.Od'l 0.0 

~A,"riA 

HA 1 NEP 
0.041 0.0 

AE 0.0 0.079 
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TABLA 4. Resultados de las estimaciones MCO correspondientes a la ejecución de las dos etapas 
MC2E en la estimación del modelo educacional (output de BMD) . 

. &EGRE~510N TITLE 1S 
pRI:eRA ETAPA H~~~: O~TEN~IUN INSTRUMENTO (IY1. Dé V\ 

DEPENOfNt VAR1AülE. • • • • • • • • • • • • • • 1 rl 

"~TIPlE k 
~ijLTIP~E.R-SQ~ARf 

STO. EAAOil Of ~SJ. 

VARIAlilE 'OEfFICIENT STO. ERRO~ 'OEfF 

Xl 
~2 

REGRE~SluN TIlLE IS 

-o.d~1l9 
0.31113 

0.08315 
O.077,jl 

PklMEkA ETAPA M~2E:OBTENCIUN INSJK~"tNTO (IV2' DE r2 

10.113 
~.a07 

0.0 
0.0000 

OEPENO~T VAk'ASlf. • • • • • • • • • • • • • • l Yl 

MUlTlPlE R 
HUlT1PlE R-~QuARE 

0.lt592 
0.2109 

STO. E~OR Uf EST. 

11 
~2 

VAR'~"lE 'UEfflLIENT STO. ERROR 

REGRESSION'llTlE JS 

0 •• 0190 
0.ó1B33 

SEGUNDA ETAPA HC2E PARA LA PKIMERA ECUACiON 

OEPENOENT VARJA8lf. . . . . . ..... 

'-OfFf 

0.Z21 
0 •• 1.3 

MULTIPLE R 
HULTl~E R-SQUAR~ 

0.b328 
O.ltO~ 

STO. ERROR Of EST. 

VARiABlE 

Xl 1 
lY2 ó 

LOEffICIEIU.. SlU. EKKUk 

O.b153ol¡¡ O.O~jl1 
0.~'B91'h~ 0.11311 

.REGRESSION TnlE IS 
SEGUNDA ETAPA "elE PARA LA SEGUNJA ECUACIUN 

¡;uEff J "'1 IAU •• 

1.2 .. ~ 0.0000 
•• &01 O .. OOOG 

OEPENQENJ VARIAülf. . . . . . . . . . . l r.z 
HULTlPlE tl 
MUlTIPLE a-SQUAkE 

VMl4BLE 

X2 • 
In ~ 
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0.4592 
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'OEfFICIENT ~TD. ERRUR 

0.51 .. 32t·. 0.1122. 
O •• 5'b.,u 0.1264 .. 

, PCl 'AlU 

..5U O.DOOO 
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Puesto que el modelo está exactamente identificado (nótese que, atendiendo a 
[11], d = ((2 x 2 + 1/2(3 x 2)) - 7 = O) no existen restricciones de sobreidenti
ficación para contrastar. Ello se refleja en el hecho que, en la estimación ML, el esta
dístico Gi-cuadrado de la bondad del ajuste tiene O grados de libenad y un valor 
igual a cero. 

En el supuesto que el in~estigador especificase incorrelación entre los términos de 
penurbación U1 y U2 (especificación que, en nuestro ejemplo, sabemos que es ciena) 
entonces el modelo especificado sería sobreidentificado con una restricción de sobrei
dentificación. La estimación ML de dicho modelo sobreidentificado se presenta en la 
tabla 5. 

TABLA 5. Estimaciones ML de los parámetros del modelo educacional sobre identificado (matriz 
PSI diagonal). 

ESTIMACIONES Hl 

"OQE~O Dé ASPIRACIONES ~UUCAtlONALES. 9S¡ O,AG~ 

llSREl ESTIHATES 'HAXIMU~ llKEllriUOOI 

AA 
AE 

kA 
AE 

RA 
AE 

RETA 

tU _ At--8~ 
0.0- B ~.OO2 11 

RA 

0.494 21 0.0 

~.6ofr9 
0.0 

AE 'ww 

3.293 

HEASURES Of GOOOHfSS 6f fl' fUR tHe WHOt~ MODf~ • 

_'_~_l_~_SQU __ ~ __ E __ ._l_rH ____ I __ U_E~_k_[_t_S __ u_f __ fk_E_t~:u_O_M~l_~ ____ ~~~._l~ __ 'P&~ ~~V~ 
En dicha tabla se observa también el valor del estadístico Gi-cuadrado de la ebondad 
del ajuste~ que, para un grado de libenad, es igual a 2.16. El nivel de probabilidad 
correspondiente es .141, valor que es superior a los niveles de significación habituales 
y, por tanto, cabe eaceptar. la restricción de sobreidentificación (o el modelo sobre
identificado). Por otra pane, cabe señalar que la incorporación en la especificación del 
modelo de una restricción eciena~ conduce a que la estimación de los parámetros res
tantes sea más eficiente. Ello queda reflejado en el descenso de la magnitud del error 
estándar cuando, para un mismo parámetro, pasamos de la tabla 3 a la tabla 5. 
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Cuando en el modelo presentado en la figura 2 especificamos incorrelación entre 
los términos de perturbación (matriz PSI diagonal) e incluimos un «efecto directo~ de 
NEP sobre RA se obtiene un modelo exactamente identificado. Ello es consecuencia 
de que las ecuaciones [8] y [lO] permiten la obtención de los parámetros clibres~ del 
modelo en función de los elementos de TI, y de que el valor de el, en dicho caso, es 
igual a o. La estimación ML de dicho modelo viene presentada en la tabla 6. 

TABLA 6. Estimación ML y valores eh del modelo educacional con PSI diagonal e inclusión de 
un efecto directo de NEP sobre RA. 

A) ESTIMACIONES ML 

MUuELU uE ~PIKACILNE~ lU~~AL'u~All~: PSI UIAGONAL y GAll,2j Hu CERO 

LISREL ESJIMAIE~ '~AXIMUM Ll~[LIHLOU) 

itA 
AE 

IlA 
AE 

bEfA 

~-- 4L---"S 
0.0" 0.623 la 

0./t5/t Bu 0.0 

~b1t3 ;, '~o:o5¡;I L a 
0.0 O.~l'tYII 

PSI 

~_____ At---__ _ 
RA 0.621t 
A~ 0.0 ].)25 

"lASux.LS uf (;LJuLJ:R)S úf fU fuk THE IIhiuLt: i4W~L I 

CHl-~UJARE ~,TH O UEGKEES UF fREE~OM IS 

B) VALOR eb PARA CADA PARAMETRO ESTIMACO (COCIENTE 
ENTRE LA ESTIMACION PUNTUAL y EL ERROR ESTANDAR) 

l-VALUES 

üflA 

~A ~-----RA 0.0 2~.31t5 

AE ~.O91 0.0 

';AItItA 

1-__ 
~-----!LA 18.1c.9 -1.481 

'E 0.0 .o.4d'J 

PSI 
&4-_____ At ___ 

lA 9./tO'i 
AE 0.0 5.40d 
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Como era de esperar, a juzgar por el valor et. correspondiente (cociente entre la esti
mación puntual y el error estándar), dicho eefecto. de NEP sobre RA no es significati
vo. 

Ilustración con datos emPíncos 

Con objeto de investigar las ecausas. del declive en fenilidad (número de hijos) de 
las parejas observado en Holanda en años recientes, el Netherland Central Bureau of 
Statistics realizó una encuesta en la que fueron entrevistadas 4.221 parejas (véase, 
Netherland Survey on Ferfility and Parenthood Motivation, 1975). Con referencia a 
los datos de dicha encuesta, y dentro de una investigación actualmente en curso (véase 
Stronkhorst y Satorra, 1984), se consideran las siguientes variables: 

PLAN: Número de hijos planeados inicialmente por la pareja. 
NACI: Número de hijos nacidos hasta el momento de la entrevista. 
ADICI: Número de hijos adicionales que la pareja espera tener. 
SA TMAX: Número ideal de hijos que conducirían a satisfacción máxima en la pa

reja (opinión subjetiva de la pareja). 

tao 
DUMA TR: Tiempo de duración del matrimonio hasta el momento de la entrevis-

EDAD: Edad de la mujer al inicio de la pareja. 
ACFAMI: Indicador de actitud de la pareja ante el hecho familiar (valores bajos 
actitud negativa, valores altos = actitud positiva). 
RELIG: Frecuencia de asistencia de la pareja a actos religiosos. 
TRAB: Número de meses que la mujer ha dedicado a un trabajo remunerado fue

ra del hogar. 

En base a dichas variables se especifica un modelo de ecuaciones simultáneas en el 
que PLAN, NACI y ADICI son las variables endógenas y SATMAX, DUMATR, 
EDAD, RELIG Y TRAB la variables exógenas. La consideración teórica de las interrela
ciones entre variables conduce a la especificación (tentativa) presentada en el diagrama 
path de la figura 4. 

Dicha especificación queda caracterizada también mediante la correspondiente matriz 
A presentada en la tabla 7. 

TABLA 7. Matriz A correspondiente a la especificación del modelo de fertilidad considerado. 

YI Y2 Y3 XI X2 X3 X4 X'j X 6 

YI O O 1'11 O 1'13 1'14 "Y 15 O 

Y2 1321 1 O O 1'22 1'23 1'24 O. 1'26 

Y3 1331 1332 O 1'32 l' 33 1'34 O O 
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INTRODUCOON A LOS MODELOS DE CAUSAllDAD 

Dado que el modelo no impone restricciones sobre la matriz Y de varianzas y co
varianzas de los términos de penurbación de las ecuaciones, el problema de la identi
ficación lo resolveremos investigando si se verifican o no las condiciones de rango y or
den. De la matriz A presentada en la tabla 7 se desprende fácilmente que cada ecua
ción verifica la condición de rango y, por tanto, que el modelo está identificado. Por 
ejemplo, para la tercera ecuación, la comprobación de la condición de rango conduce 
a comprobar que de la matriz siguiente: 

'Yll 

o 
O 

se puede extraer un determinante de orden 2 distinto de cero. Ello será así con tal de 
que uno de los coeficientes 'Yll y 1'15 sea distinto de cero. 

Considerando una submuestra de 1.74112 individuos (parejas) se ha obtenido la 
matriz de varianzas y covarianzas muestral que presentamos en la tabla 813• 14. 

T ABtA 8. Matriz de varianzas y covarianzas muestra! de las variables del modelo de fenilidad 
(tamaño de la muestra N = 1.741). 

'UV"RU.~'E MAJAU JO BE A~UIED 

eUII __ tIAí.l.- ~ ~ lIII!l.UL.- UüIIIL.- ~ ~ .I.U.M..-
.lAN 1.191 
• Al. , 0.lS8 0.991 
IlDICI O.UO -o.,... 0. ... 
SAlMA" 0.4.' 0.132 .. 2 .... 1.UO 

''''''lR o.su 1.862 -l.JSO -o.O)§ 9 •• )9 
lOAD"'"' -0.381 -0.42§ -0..'0 0.14J 1.12' 1 •• ',. 
aCfAMI o.u •• O.Z.' -0.09) 0.09. 0.3" -O.ZI1 1.1" 
IEl". o.) •• 4.1 •• • .:l01 o.~ o ... z l.n. ..J6Z Z.M) 
TRABA -o.l19 -0.§3) Qd19 -0.11. O.H) 0.901 -o .. " -0.122 ).15' 

Las estimaciones MC23, ULS y ML obtenidas mediante LISREL a partir de dicha ma
triz de varianzas y covarianzas muestral vienen presentadas en la tabla 9. 

12 Utilizamos aquí una submuestra con fines «exploratorios:.. El resto de la muestra se reserva para un 
análisis «confirmatorio. posterior. 

13 Los datos aquí utilizados han sido cedidos por el NetherIand Central Bureau of Statistics. 
14 Los puntos de vista expresados en este capítulo son los de los autores y no coinciden necesariamente 

con los del Central Bureau of Statistics o ninguna otra institución. 
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TABLA 9. Estimaciones MC2E, ULS y ML de los parámeuos del modelo de fenilidad especifica
do en la figura '). 

A) ESTIMACIONES MCZE 

lN1Tl4l ESTIHAlf~ IT)LSJ 

PLAN 
hA~1 
A&JICl 

PLAN 
NA'1 
'&.JICl 

PLAN 
NACI 
AUíCl 

UETA 

eL'~ 
0.0 
0.206 
0.111 

GAl'tHA 

ál.tlAl_ 
0.37. 
0.0 
0.0 

PSI 
eutL __ 

0.91to3 
-0.038 
-0.~~1to 

&'-1 ___ ADlW_ 
0.0 0.0 
0.0 0.0 

-0.756 0.0 

~I1L- fUAIltUL_ ''-f4t.t1 
0.0 -0.031to 0.01)'j 
0.181to -0.02" 0.100 

-0.070 -0~026 0.019 

UokL-__ .l.ilKL._ 

0.1t7ó 
O.B~ 0.592 

8.EL ,~ 
0.109 
0.0 
0.1) 

B) ESTIMACIONES MAXIMO VEROSIMlLES (ML) 

f,.ISREL iSTlHATlS (HAXHluH LlKLLlIh."J¡)) 

PLAN 
NACJ 
AOICl 

PLAN 
NACl 
ADlCl 

PLAN 
NACI 
AO":I 

8eTA 
fUh-__ 

0.0 
0.201t 
0.685 

GAMA 
JU.m\1 __ 

O. Hl 
0.0 
0.0 

PSI 

~---
0.94tl 

-0.031 
-0.1t50 

lW..L_ AJUU __ 
0.0 0.0 
0.0 0.0 
-0.~9 0.0 

Oüd4Ih f..Il~ 
0.0 -O.Ol" 
0.ld1 -0.02" 

-0.061t -0.025 

ti~'J AJU'-L_ 

0.1to7;) 
0.0&4 0.S1l 

AUAaL- "fL Ui 
O.Oú8 0.113 
0.099 0.0 

-0.00lt- 0.0 

~~uAkEO MULT!PLE ~OkKlLAT!O~S fUk STRJ~TURAL c~UAJI0NS 

!"AliA 
0.0 

-o •. ll8 
0.0 

IIf,'~A 
0.0 

... 0.139 
0.0 

TurAl ~U~tfICl~NT uf uETlkHINAflUN fUR SJluCTÜRAl lQuATIONS IS C.t 

242 

MEASUKES UF ~úuü~L~~ uf FIT fUR THE ~HULE MúUEL , 

51.9d 'PKOd. lEVeL • 0.0 

GUuUNE~~ ut flT INOf~ IS 0.99J 

AOJUS lEU buuD/~lSS Uf f 1T JNDEX lS O.-Jllt 

ROOT MEAN S~UA~~ RfSlUUAL IS O.Oh 



INTRODUCaON A LOS MODELOS DE CAUSAIlDAD 

T ABtA 9 (Continuación) 

C) ESTIMACIONES ULS 

MODELO DE FtkTILIUAU: UATu~ tNCUt~T~ N~bS 

LISkEL E~r{~ATES (UW~El~rlTE~ LEASJ S~~AkE~J 

JETA 

eLétL ___ lja~l ____ A~l~l ___ 
PLAN 0.0 0.0 0.0 
NACI 0.191 0.0 0.0 
AOIeI 0.1l~ -ú.óOO 0.0 

\iA/oMA 

~tiAl __ JJJdAI6 __ fUAAJJU __ A~EAIU __ ~al.IL_ l&~ __ 
PLAN 0.320 0.0 -O.OJO 0.190 0.121 0.0 
NACI 0.0 O.BS -0.02b 0.Ob1 0.0 -0.1't5 
AOICI 0.0 -0.Oó3 -O.02ú -0.110 0.0 O.Q 

PHI 

SIiHSáX __ QutlAI~ __ (JJIi~::t~L_ A1..EA!SL_ aal~_ I&AllA_ 
~ATHAX 1.180 
OUHATR -0.035 9.039 
fllAOHU 0.147 1.127 1b.~53 

ACFAHI O.OCib 0.317 -(l.2a7 1 .. 1eSó 
RELiGo 0.40b (I.4ts2 1.218 0.3b2 2 •. HJ 
TRABA -0.10~ 0.:>03 0.~01 -0.411 -0.122 3.157 

PSI 

eLA~ ___ t&A~.l ___ AIll'-.l ___ 
PLAN 0.921 
NACI 0.050 0.44c. 
AOICI -0.501 0.009 0.b30 

~~JAkEO MUL11PlE ~uKkELATl~NS FúR STk~~TUKAL E~UATIONS 

dah ____ UA~l ____ A1U~1 ___ 
0.U.1 0.553 0.2dO 

TúI "L CúEF f{ ~ 1 tNT Uf UEHK"'IN~T1ul" FOR SIRUCfUKAl t~UAIILJNS 15 0.702 

Hl~S~KE~ O~ buUONES~ uf Fll fOK THE ~HuLE HúDEL 

&LJLJDrll~S uF f IT lNUEX IS 0.999 

AJJJS Hu bOUJr~t:.)~ J~ f lT lNiJEX IS 0.~d9 

0.009 

Atendiendo a la estimación ML, la consideración de la significación individual de los 
parámetros conduce a los cocientes entre estimaciones y errores estándars (valores eb) 
que presentamos en la tabla 10. 
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TABLA 10. Valores cb asociados a las estimaciones ML de los parámetros del modelo de fenili
dad. 

MúOELO OE FERTILIOAD: DAJO~ ~~U~STA ~üS 

T-VAL..JES 

t)ETA 

eulL-_ 1üL..L ___ AlllU-
PLA .... 0.0 0.0 0.0 
NA&.. I 5.133 0.0 0.0 
AD"~~ 10.625 -11.186 0.0 

GAI'tHA 

~AIdA" &hJt5AlJL_ LUAlJtW- ',"fAti I ~.üi-- l&&u_ 
PLAN 11.760 0.0 -5.1dl 3.10~ 8.~81 0.0 
NAC.I 0.0 lit.U58 -5.ti2~ 0.095 0.0 -U.l1~ 
AOlCl 0.0 -5.92" -5.1y' -0.211 0.0 0.0 

P~I 

fLAU WLU.-__ 
~lU-_ 

,¡'AN 29.~1t5 
NACI -1.001 .29.050 
AOICl -10.625 2.4'1 .. 13.1~8 

Cuando un parámetro estimado (<<efecto directo~) es igual a cero, el valor «b corres
pondiente tiene, aproximadamente, distribución normal estándar, de manera que, a 
partir de dicha tabla 10, cabe observar la significación de los distintos «efectos~ especi
ficados por el modelo. Los valores estandarizados de los parámetros correspondientes a 
aquellos efectos altamente significativos (valores «t- superiores a 3) se presentan en la 
figura 5. 

Referente al contraste Gi-cuadrado de las restricciones de sobreidentificación im
plicadas por el modelo, conviene alertar al lector sobre el valor del estadístico de con
traste observado. Dicho valor, que viene representado en la tabla 10, es 53.98, y con 
respecto a 4 grados de libertad (4 restricciones de sobreidentificación) es altamente 
significativo (nivel de probabilidad 0.00). Por tanto, un constraste al nivel de signifi
cación habitual (.05 ó .01), rechazaría la hipótesis de que las restricciones de sobrei
dentificación implicadas por el modelo son correctas; o sea, rechazaríamos la hipótesis 
de que el modelo especificado es correcto. Nos llevaría fuera de los límites de este ca
pítulo la resolución, aquí, de este conflicto entre los «datos_ y la especificación del 
modelo (<<teoría~) suscitado a raíz de la observación del estadístico de contraste Gi
cuadrado. El lector interesado en esta problemática puede consultar, con respecto a es
te modelo de fertilidad concreto, Stronkhorst y Satorra (1984) o, referente a la proble
mática general de utilización del contraste de la razón de verosimilitud, Saris, den 
Ronden y Satorra (1984). 
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9.8 Conclusión 

En este capítulo se han introducido los métodos estadístico adecuados para el aná
lisis de los modelos de causalidad en el contexto de la investigación empírica en las 
ciencias sociales. Un ejemplo con datos «artificiales:. y otro con datos empíricos han 
ilustrado la metodología propuesta. 

Antes de concluir el capítulo, queremos señalar, sin embargo, algunas limitaciones 
de las técnicas propuestas. Quizá la limitación más fundamental es la que proviene de 
uno de los supuestos asumidos al empezar el capítulo; concretamente, del supuesto 
según el cual las variables «teóricas:. y relevantes en el modelo son directamente obser
vables u observables sin error. Muchas veces, el investigador estará interesado en in- . 
cluir en el modelo variables que, siendo conceptualmente bien definidas, no se corres
ponden con ninguna característica medible (observable) de los individuos. Mortuna
damente en la actualidad existen métodos adecuados para hacer frente a estas compli
caciones. Precisamente, dicha problemática del error de medida, o de la naturaleza no 
observable de las variables teóricas, es la que vendrá tratada en el próximo capítulo. 

Otra de las limitaciones del tratamiento dado en este capítulo es la que proviene 
del supuesto relativo a la naturaleza interval de las variables manejadas. A menudo, 
en estudios empíricos en las ciencias sociales, las variables son de escala ordinal siendo 
necesario en dicho caso introducir modificaciones en los procedimientos de estimación 
propuestos. Finalmente, no queremos dejar de mencionar las limitaciones inherentes 
a los supuestos (a) de normalidad de los términos de perturbación y (b) linealidad de 
los «efectos:. entre variables. La violación de estos supuestos puede implicar también· 
que las distribuciones de los estadísticos utilizados difieran sensiblemente de sus dis
tribuciones teóricas. 

Por último, cabe decir que el lector interesado puede completar la presente intro
ducción a los modelos de causalidad con referencias en el ámbito de la Sociología co
mo las de Blalock (1964), Duncan (1975), Asher (1976), Hanushek y Jackson (1977), 
Bagozzi (1983) y Saris y Stronkhorst (1984). Un overview del tratamiento economé
trico dado a los modelos de ecuaciones estructurales puede encontrarse en Hausman 
(1983). 
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10. Tres enfoques diferentes para resolver el problema del error aleatorio 
de medida en los modelos de ecuaciones lineales estructurales * 

10.1. Introducción 

por Willem E. Saris 
Traducción: Juan Javier Sánchez Cam·ón 

En general, las variables que aparecen en la teoría de las ciencias sociales son no
observables o solamente observables con error. Esto significa que hay una diferencia 
entre las variables teóricas y las variables observadas. 

Si representamos las varaibles teóricas por fli' las variables observadas por Yi y el error 
de medida por ei, la forma más simple de la relación entre estas variable~ queda repre
sentada en la ecuación [1]. 

Yi = fli + ei [1 ] 

Se ha hecho el supuesto, sin pérdida de generalidad, de que todas las variables están 
expresadas en desviaciones de sus medias, lo que lleva al resultado de que las medias de 
estas variables a las que se les ha cambiado de escala son igual a cero 

[2] 

También se hace el supuesto de que los errores de medida no están relacionados con 
las variables teóricas ni tampoco están relacionados entre sí, o que 

E(fI,e;) = O para todos i, j 

E( e,e) = O para todos i "* j 

[3] 

[4] 

En la ecuación [1] las variables no observadas se expresan en la misma escala que las 
variables observadas, dado que el coeficiente de rescalonamiento que elegimos es igual a 
uno. Esta es una de las posibilidades para evitar la indeterminación de la unidad de la 
escala de las variables teóricas no observadas. 

En el análisis de caminos 1 se utiliza la ecuación [5] para describir la misma relación: 

Yi = A;,fli + e,¡ 

• El autor agradece a G. Mallenbergh sus útiles comentarios a una versión previa de este artículo. 

1 Véase. por ejemplo. Costner (1969) o Blalock (1969). 

[5] 
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con los supuestos [2], [3], [4] más el [6] que afIrma que la varianza de las variables no 
observadas es uno, es decir, se supone que las variables están estandarizadas. 

E(flD = 1 [6] 

Esta es otra forma de evitar la misma indeterminación de la unidad de la escala de las 
variables no observadas. 

Ambas formulaciones se han utilizado en la teoría clásica del test2 • Aunque las dos 
formas tienen sus ventajas haremos uso de la forma de la ecuación [1] con los supuestos 
[2], [3], [4] por razones que resultarán claras después. . 

§- e2l 
--(§ 

J 1 

I • 
~ ~ 

i T 
I • 

el e 2 

FIGURA 1. Modelo path para el modelo de medida de dos variables teóricas con una observación 
por variable. 

En el caso de dos variables teóricas, para las que se ha hecho ,\na observación, el mo
delo tiene una forma semejante al que aparece en la fIgura 1. 

Si indicamos las varianzas y covarianzas entre las variables observadas mediante fI,j, 
las varianzas y covarianzas de las variables teóricas mediante ciJ y las varianzas y covarian
zas de los términos de error por 8 eij entonces las varianzas y covarianzas de las variables 
observadas se pueden expresar con los parámetros del modelo 

[7] 

2 Véase, por ejemplo, Lord y Novick (1968) o Joreskog (1971). 
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TRES ENFOQUES DIFERENTES PARA RESOLVER EL PROBLEMA DEL ERROR ALEATORIO DE MEDIDA 

donde hemos dejado fuera algunos elementos de acuerdo con los supuestos que hicimos 
bajo [3] y [4]. 

Según [7] está claro que las varianzas de las variables observadas no son las mismas 
que las varianzas de las variables teóricas. 

Tal como podía esperarse, la diferencia surge debido a los términos de error. Pero es
to significa que el uso de variables observadas en lugar de variables teóricas para estimar 
la correlación o la regresión entre las variables teóricas lleva a estimaciones sesgadas e 
inconsistentes 3. Por lo tanto, hay que introducir alguna corrección para el error de medi
da. Sin embargo esta corrección sólo es posible si se conocen las varianzas de los términos 
de error. Según las tres ecuaciones de [7] está claro que no se pueden deducir estas va
rianzas -incluso aunque se conocieran perfectamente las varianzas y covarianzas de las 
variables observadas-, dado que sólo hay tres ecuaciones y tenemos que estimar cinco 
parámetros. Esto significa que hay un problema de identificación. 

En la literatura se han mencionado tres enfoques diferentes para estimar la varianza 
del error de medida. 

1) introducción de los indicadores múltiples, 
2) replicación de la misma observación 
3) replicación con indicadores múltiples. 

Los mismos enfoques también se pueden utilizar para estimar las varianzas y cova
rianzas de las variables teóricas. 

A continuación vamos a discutir los tres enfoques. Para ello introduciremos algunos 
modelos que se utilizan en psicología para especificar el error de medida aleatorio de los 
modelos (Lord y Novick, 1968; Joreskog, 1970, 1971, 1974; Joreskog y Sorbon, 1977). 
Discutiremos la estimación y la verificación de los modelos ofreciendo un ejemplo. 

10.2. Indicadores múltiples 

El primer enfoque consiste en la introducción de más de una variable observada pa
ra cada variable teórica. Estos indicadores múltiples para cada variable se pueden elegir 
de diferentes formas. Se puede hacer una distinción entre indicadores paralelos, T

equivalentes y congenéricos Ooreskog, 1971, 1975; Werts, Joreskog, Linn, 1972; Van de 
Kemp, Mallenbergh, 1976). 

Si dos indicadores representan la misma variable teórica, se expresan en la misma 
unidad de medida y las varianzas de los errores son las mismas, en ese caso decimos que 
los indicadores son «paralelos». 

Tales indicadores se pueden formular mediante redacciones diferentes de la misma 
pregunta o test, o dividiendo aleatoriamente los items en diferentes tests. 

En tales casos se puede formular el siguiente modelo de medida: 

[8] 

3 Véase. por ejemplo. Johnston (1963) o Godberger (1973). 
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donde 

y los supuestos [2], [3] Y [4]. 
Si dos indicadores representan las mismas variables teóricas, se expresan en la misma 

unidad de medida, pero los errores de medida no tienen las mismas varianzas, estos in
dicadores se llaman T-equivalentes. 

Un ejemplo de tales indicadores podrían ser dos tests de aritmética de iguales longi
tudes, de los cuales uno se ha construido con más cuidado que el otro. Ambos vendrán 
expresados en la misma unidad pero las varianzas de sus errores serán diferentes. En el 
caso de indicadores T-equivalentes el modelo es semejante al descrito en [8], pero sin 
que las varianzas de los errores sean iguales. 

Si dos indicadores representan la misma variable teórica, pero no se expresan en la 
misma unidad de medida ni tienen iguales las varianzas de los errores, estos indicadores 
se llaman ccongenéricos:. 4 • . 

Un ejemplo de tales indicadores son los utilizados para medir el estatus socio
económico; esto es, los ingresos, los estudios y la ocupación. Cada uno de estos indica
dores se expresa en diferentes unidades de medida y la varianza del error también será 
diferente en los tres indicadores. En tales casos no está claro en qué unidades se debería 
de expresar la variable teórica. Como consecuencia, la variable teórica generalmente se 
normaliza. Por razones que serán evidentes más adelante elegimos expresar la variable 
teórica en las unidades de medida de uno de los indicadores. Esto significa que hay que 
introducir en la ecuación una constante de rescalonamiento para los otros indicadores. 
Indicaremos esta constante mediante A. En este caso, limitándonos de nuevo a dos indi
cadores, el modelo es como sigue: 

Y2 = Al1 + e2 

[9] 

A partir de estas definiciones queda claro que el modelo para los instrumentos T

equivalentes y paralelos es un caso específico del modelo para indicadores congenéricos. 
En el caso de indicadores T-equivalentes el valor de A = 1 Y en el caso de medidas pará
lelas A = 1 Y (Jell = (Je22. 

Volviendo de nuevo a nuestro problema original, relativo a la estimación de las 
matrices de varianza-covarianza de las variables teóricas, la figura 2 representa un mode
lo con dos variables teóricas y dos conjunto de indicadores congenéricos. 

Este modelo se puede formular mediante las ecuaciones siguientes: 

Y1 111 + el 

Y2 A21111 + e2 

[ 10] 

. 4 Con ~t~ formulaci~.? utilizamos la misma notación q~e Wens,)oreskog y Linn (19?2). E!l otras publica
CIones se utilIza la ecuaclOn [5J, lo que lleva a formas equIvalentes pero con una notaCIón dIferente. 
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FIGURA 2. Modelo path de una teoría con dos variables teóricas y dos conjuntos de instrumentos 
congenéricos. 

donde, tal como es costumbre: 

E( l1,C¡) = O para todos i, j 

E(e~J) = O para todos i 1= j [11] 

E(y¡} = E(l1¡) = E(e¡) = O para todos i 

En este caso hay diez varianzas y covarianzas de las variables observadas que son fun
ción de nueve parámeuos: cu ' C21 ' C22 ' Oell' 0e22' Oe33t 0e44' ).21' ).42. Diferentes autores han 
mosuado que este modelo es identificable y que puede ser verificado parcialmente. Así, 
si el modelo es correcto, las varianzas y las covarianzas de las variables teóricas se pueden 
estimar directamente de los datos. Lo mismo se puede decir cuando los instrumentos son 
r-equivalentes o paralelos, puesto que en estos casos hay que estimar menos parámeuos. 

Un problema con este enfoque es que los dos insuumentos pueden tener alguna va
rianza común que no se origina en la variable teórica sino, por ejemplo, en variables 
específicas a un test. Este problema ha sido discutido por Campbell y Fiske (1964) y 
Wers, Linn y Joreskog (1974). Cuando se utilizan sólo dos indicadores tal hipótesis no 
se puede conuastar, puesto que conduce a modelos con once parámetros, mienuas que 
Costner (1969) y Costner y Schoenberg (1973) han mostrado que tales tests son posibles 
siempre y cuando se utilizen ues o más indicadores. Ouo problema es que este modelo 
no se puede distinguir del modelo de análisis factorial donde no se asume que las va-
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riables observadas sólo midan la misma variable teórica (Alwin y Jackson, 1980). Para 
ver una solución a este problema podemos acudir a Saris (1983). 

En la medida en que las varianzas y las covarianzas se pueden estimar directamente 
de modelos con dos variables teóricas, no necesitamos mostrar este modelo con más va
riables teóricas e indicadores múltiples, dado que el número de varianzas y covarianzas 
aumenta más deprisa que el número de parámetros desconocidos. Por lo tanto, no habrá 
más problema de identificación. 

10.3. Replicación 

Otra manera de tratar el problema del error de medida es mediante la replicación de 
la misma observación en diferentes puntos del tiempo. Cuando indicamos la variable 
teórica en el tiempo ti' por "1" la variable observada en el tiempo ti por Yi y el término 
del error en el tiempo ti por Ci esta replicación lleva al modelo representado en la figura 
3. 

'itl 

...................... 

~ ~I ...................... ~ 

1 ~ • 
1 I 

El E2 ...................... Ek 

FIGURA 3. Modelo poth de observación replicada para una variable teórica. 

Podemos formular este modelo mediante k ecuaciones con la forma de la ecuación 
[ 1], utilizando los mismos supuestos hechos en [2], [3] Y [4]. 
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En la medida en que se utiliza el mismo instrumento en cada ocasión, es razonable 
suponer que las varianzas de los errores en los diferentes puntos del tiempo son iguales, 
excepto fluctuaciones aleatorias: 

[12] 

La varianza de las variables observadas se puede expresar como: 

[ 13] 

las covarianzas son: 

[14] 

las ecuaciones [13] Y [14] muestran que hay un parámetro más que varianzas y covarian
zas para las variables observadas. Esto significa que sin simplificar las restricciones la 
replicación no conduce a estimaciones únicas de las varianzas y covarianzas de las va
riables teóricas. 

En la literatura se han mencionado diferentes clases de restricciones (Lord y Novick, 
1968; Heise, 1969; Wiley y Wiley, 1970;Joreskog, 1970, 1975). Nosotros sólo discutire
mos dos posibilidades. La primera consiste en que el valor de las variables teóricas no se 
modifique durante el período de observación 6• 

En este caso, las diferentes observaciones se pueden ver como instrumentos paralelos 
para la misma variable, de forma que sean aplicables las derivaciones discutidas en la úl
tima sección. Esto significa que es posible estimar la matriz de varianza-covarianza de las 
variables teóricas si al menos se pueden hacer dos observaciones por cada variable. 

Un problema de este supuesto es que sólo es válido si el período de tiempo entre las 
observaciones es relativamente cono. Pero esto significa que otras variables causantes del 
error de medida podrían permanecer estables a lo largo del tiempo o que el entrevistado 
recordase su respuesta de la última ocasión y tratase de ser consistente. En este caso la 
correlación entre las variables observadas no está causada sólo por el hecho de que midan 
la misma variable teórica sino también por el efecto atribuible a la memoria. En tal caso 
no se mantiene el supuesto de que los errores no están correlacionados. De este modo, si 
el período de tiempo entre las observaciones es cono se puede asumir que las variables 
teóricas no cambian, pero hay que verificar la correlación de los errores. Tal como indica
mos al final del apartado 10.2, ésto sólo es posible en los casos donde hay tres o más ob
servaciones para cada variable teórica. 

Un enfoque alternativo consiste en extender las observaciones sobre un periodo más 
largo, con el fin de que el efecto de la memoria sea desdeñable. Sin embargo, en este ca
so parece poco realista asumir que la variable teórica todavía tenga el mismo valor, y, por 
lo tanto, hay que hacer supuestos relativos a las relaciones entre las variables teóricas. 

Una posibilidad es el «modelo de retardo - b, discutido por Wiley y Wiley. Los 
autores suponen que el valor de la variable teórica en t, es una función de la misma va-

5 Véase. por ejemplo. Costner (1969) y Costner y Schoenberg (1973). 
6 Véase nota 2. 
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riable en li-l y alguna perturbación ( disturbance) que es independiente de la variable en 
momentos anteriores y de otras perturbaciones. Si indicamos el efecto de lIj sobre lIi me
diante {jij y el término perturbación por t if Y si nos limitamos a tres observaciones, el 
modelo tiene la forma del modelo en la figura 4. 

1 1 1 

FIGURA 4. Modelo palh de una observación replicada para una variable teórica, según Wiley y 
Wiley. 

En este modelo las relaciones entre las variables teóricas se pueden especificar como 
en la ecuación [15]: 

[15] 
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E(11,!) = O 

E(rJ¡) = O 

o para todos i 

para todos i, j 

para todos i 1= j 

[ 16] 

Las relaciones entre las variables observadas y las teóricas son de la forma de la 
ecuación [ 1], con los supuestos [2], [3], [4] Y que las varianzas de los errores sean las mis
mas. Bajo estas condiciones el modelo queda determinado por 6 parámetros, Cll , (j21' 

(j32' Be' Y las varianzas de los términos de perturbación, indicados por -+"22 y -+"33" Se 
pueden obtener seis varianzas y covafÍanzas de los datos y Wiley y Wiley han mostrado 
que los parámetros están verdaderamente identificados (1970: 114). Dadas estas estima
ciones, las varianzas y covarianzas de las variables teóricas se pueden estimar tal como si
gue: 

C21 (j21 C21 

C31 (j32C21 

C22 (j~ICll + -+"22 [17] 

C32 (j 32C22 

C33 (j;2C22 + -+"33 

Volviendo al problema de este artículo, podemos plantear la cuestión acerca de si es 
posible estimar la matriz de varianza-covarianza de las variables teóricas que se han ob
servado tres veces. Indicamos una variable teórica como antes, mediante 111' 112' 113 para 
'1' '2' '3' las observaciones por YI' Y2' Y3 Y lo errores por el' e2 , e3• La segunda variable 
teórica se indica mediante 114' 11p 116' las observaciones por Y4' Y~, Y6 Y los errores por e4 , 

e~, e6• Asumiendo el modelo previo para dos variables, las varianzas y covarianzas Cll , 

C2l' C31 , C32 , C33 Y C44 , C~4' C64 , C~~, C6~ Y C66 se pueden encontrar tal como indicamos arriba. 
Pero nosotros también sabemos que: 

para todos ~ = 1, 2, 3 
J = 4,5,6 [18] 

de lo cual se desprende que usando este enfoque se pueden obtener a partir de los datos 
todas las varianzas y covarianzas de las variables no observadas. 

La ventaja de este enfoque es que se puede probar si las variables teóricas cambian. 
Aún más, lleva a tres estimaciones de la matriz de varianza-covarianza para las variables 
teóricas y en tres puntos del tiempo. Desde luego, estos datos son mucho más ricos que 
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los obtenidos mediante el primer procedimiento, donde sólo se estimaba una matriz. La 
desventaja obvia del procedimiento es que el enfoque de la replicación conduce a una 
investigación más larga. De igual forma, yen relación con este punto, aparece la falta de 
representatividad debida a la probable pérdida de contestaciones. Otra desventaja es 
que se deben introducir restricciones en la estructura que ha producido la matriz de 
varianza-covarianza. Tales restricciones sólo se pueden verificar cuando se tienen más de 
tres observaciones, lo cual alarga de nuevo la investigación. 

10.4. Replicación con indicadores múltiples 

Se puede utilizar la replicación con indicadores múltiples para superar el problema 
del enfoque de la replicación simple, sin que se pierdan his ventajas. 

Cuando se observan dos variables teóricas en dos puntos del tiempo mediante dos 
indicadores, asumiendo que estos indicadores son congenéricos, el modelo se puede 
representar como en la figura 5 donde '111 y '112 representan una variable teórica en el tiem
po 11 y 12 , Y '113 Y '114 representan la otra variable teórica en 11 y 12 • 

Este modelo se puede representar con las ecuaciones siguientes: 

Y1 '111 + el 

Y2 A21711 + e2 

Y3 '112 + e3 

Y4 A42712 + e4 
[19] 

y., '113 + e., 

Y6 A63713 + e6 

Y7 '114 + e7 

Ys A84714 + es 

donde 

E(y,) = E(71,) E(e,) O para todos i 

E(71,e,) O para todos i, j [20] 

E(e,e) O para todos i *- j 

A partir de [19] Y de [20] se puede derivar la expresión para las varianzas y covarian
zas de las variables observadas en los parámetros del modelo. Esta matriz tiene 36 ele
mentos distintos, en tanto que el modelo se caracteriza por 10 varianzas y covarianzas 
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para las variables teóricas, 8 varianzas para los términos de error y 4 constantes de resca
lonamiento. De esta manera hay 14 ecuaciones más que parámeuos desconocidos. 

FIGURA 5. Modelo pllth para observación replicada de dos variables teóricas con dos indicadores. 

Se puede mosuar que estos parámeuos están identificados y que hay muchas posibi
lidades para formular pruebas del modelo (Blalock, 1970). Por ejemplo, se podrían ha
cer tests para: 

1) la igualdad de las variables teóricas a lo largo del tiempo, 
2) la igualdad de la varianza de los errores a lo largo del tiempo, 
3) paralelismo y T-equivalencia entre los indicadores, 
4) errores correlacionados a lo largo del tiempo. 
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Si en lugar de dos se utilizan ues indicadores, también se puede probar para cada 
conjunto de observaciones la posibilidad de que existan errores correlacionados 7. 

Desde luego, una de las ventajas importantes de este diseño de investigación es la 
posibilidad de hacer los diferentes tests que acabamos de mencionar, mientras que la 
desventaja que encontrábamos en el estudio de la replicación simple no es tan severa 
porque sólo se nec("sitan observaciones en dos puntos del tiempo. 

Qua ventaja es la riqueza de los datos comparados con los del estudio del simple in
dicador múltiple; y ello en la medida en que se tiene información sobre las variables te:: 
oricas en dos puntos del tiempo. 

10.5. Estimación y verificación 

Todos los modelos discutidos hasta ahora son casos especiales de un sistema general 
de dos ecuaciones mauiciales: 

donde 

ECl) 

+ ~ 

O, E(!l) = O yE~) = O Y E(r) 

E(!l~') = O Y E(r () = O 

[21] 

O 
[22] 

A partir de [21] y [22] se desprende que la matriz de varianza-covarianza (G) de las 
variables teóricas, indicada por .", es 

donde , = E(rr') [23] 

y la matriz de varianza-covarianza de las variables observadas en y es 

~ = ACA' + (J _ _ _ _ _1: donde ~e = E(~~') [24] 

Los parámetros en las matrices B, Y, A, (J e se pueden estimar mediante la minimiza
ción de la función F para todos los paráffietros que hay que estimar. donde 

F = log I !; I + u( S!; -1) - log I SI - p [25] 

S es la mauiz muesual de covarianza y P es igual al número de elementos en 1.. Si la 
distribución de 1. es multinormal, las estimaciones que minimizan F son estimaciones 

7 Blalock ha -indicado que no se pueden aflojar simultáneamente todas las restricciones mencionadas aquí. 
dado que esto lleva a modelos no identificables. De esto se deriva que no todos los errores se pueden contrastar 
simultáneamente. pero hay más espacio para la verificación en este caso que en cualquiera de los otrOS enfo
ques anteriormente mencionados. 
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máximo verosimilitud, eficientes en grandes muestras. En la medida en que este sistema 
es de nuevo un sistema específico del sistema general estimado por el programa LISREL, 
todos los modelos que hemos discutido aquí pueden estimarse utilizando el programa 
LISREL Ooreskog y Sorbon, 1973). Después de calcular las estimaciones de los pará
metros, el programa calcula las estimaciones de los errores típicos, la matriz C, la solu
ción estandarizada y las diferencias entre la matriz de varianza-covarianza observada y 
la matriz de varianza-covarianza que reproducimos basándonos en los parámetros esti-

- mados. Esos residuos pueden dar una indicación de la bondad del ajuste del modelo a 
los datos. 

El programa también da una medida X2 de la bondad global del ajuste, que se puede 
ver como un test del modelo especificado frente a la alternativa más general, una matriz 
definida positiva sin limitaciones. Los grados de libertad para esta medida X2 son igual a 
la diferencia entre el número de elementos distintos en S y el número de parámetros que 
hay que estimar. 

Se pueden contrastar las restricciones de un modelo estimando primero el modelo sin 
restricciones y después el modelo restringido. La diferencia en X2 es asintóticamente una 
X2 que tiene como grados de libertad la diferencia de grados de libertad entre los dos 
modelos. 

10.6. Un ejemplo 

En la medida en que el modelo de indicadores múltiples ha sido discutido por Cost
ner (1969), Costner y Schoenberg (1973) y muchos otros y que el modelo de replicación 
también lo han estudiado Heise (1969), Wiley y Wiley (1970) y otros, nosotros sólo va
mos a ejemplificar el modelo de la replicación con indicadores múltiples. Analizaremos 
los datos para dos variables teóricas del estudio de Zaal. En ese estudio se midió un nú
mero elevado de variables para una muestra de escolares holandeses; la medición se hizo 
en dos puntos del tiempo. La primera observación se hizo en la guardería y la segunda 
dos años después, en la escuela primaria. Hemos elegido la inteligencia y la actitud hacia 
el trabajo de entre el gran número de variables. La primera se midió utilizando un test 
de inteligencia (Drent e.a., 1968). La medida de la «actitud hacia el trabajo. estaba ba
sada en las puntuaciones del profesor (Zaal, 1978). 

Los indicadores múltiples para ambas variables se desarrollaron por el método de la 
partición en mitades (splil-half), lo que significa que para cada variable teórica en los 
dos puntos del tiempo se obtenía una puntuación basada en los ítems numerados impa
res y otra puntuación basada en los pares. 

Si la inteligencia en ti es 711 yen el tiempo 12712' donde las observaciones están repre
sentadas por Yl e Y2 respectivamente, Y3 e Y4' respectivamente, mientras que la actitud 
hacia el trabajo en 11 se representa por 713 y 714 en 12 , donde y, e Y 6 son las observaciones 
en 11 e Y7 e Yslas observaciones en 12 , el modelo de medida se puede formular tal como se 
ha hecho en la figura') y las ecuaciones [19] y [20]. Con el fin de probar la posibilidad 
de errores correlacionados en el tiempo, hay que aflojar la restricción de que E(e,e) = o. 

Permitiremos que haya la posibilidad de que los errores entre observaciones de las 
mismas variables, en diferentes puntos del tiempo, estén correlacionados. Este nuevo 
modelo se representa en la figura 6. 
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FIGURA 6. Modelo palh para dos variables teóricas con indicadores congenéricos y términos de 
error correlacionados a lo largo del tiempo. 
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Este modelo, al que llamaremos modelo 1, contiene 26 parámetros que hay que esti
mar. Si el modelo se especifica como un caso especial del sistema más general formulado 
en [21] y [22], estos parámetros se pueden estimar usando LISREL. 

La parte de medida del modelo queda especificada si se formulan ~ y ~. Para el 
modelo 1 estas matrices son: 

1 O O O 

A21 O O O 

O 1 O O 

O A42 O O 
A 

O O 1 O 

O O A53 O 

O O O 1 

O O O A84 

[26] 

Oell 

O Oe22 

Oe31 O Oe33 

O O e42 O Oe44 
~ 

O O O O Oe55 

O O O O O Oe6(, 

O O O O Oen O Oe77 

O O O O O °e86 O Oe88 

Las relaciones entre las variables teóricas no estaban restringidas; esto se puede hacer es
pecificando que ª = .[. En este caso ~ = 'y el modelo se reduce a un modelo de aná
lisis factorial con factores correlacionados sin restringir y algunos términos de error corre
lacionados. 

Aunque esperábamos que el modelo 1 de la figura 6 ajustase los datos, pensábamos 
que esto también lo podía hacer un modelo más simple con menos parámetros. Sin em
bargo, comenzamos con este modelo dado que todos los modelos restantes son casos 
específicos del mismo, así podríamos contrastar las restricciones introducidas en el mo
delo por comparación con los valores X2 de los modelos. 

En el modelo 2 se suponía que cuando el período de tiempo entre las observaciones 
era de dos años, las correlaciones entre los términos de error a lo largo del tiempo eran 
cero: 

0e42 O [27] 
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El modelo 3 era el mismo que el 2, excepto por el hecho de que se asumía que los 
instrumentos de medida eran T-equivalente y las unidades de la escala eran las mismas 

[28] 

El modelo 4 era igual que el 3, excepto que aquí se asumía que los instrumentos de 
medida en cada punto del tiempo eran paralelos, dado que se construían por el procedi
miento de la partición en mitades. 

[29] 

El modelo 5 era igual que el 4, excepto que aquí también se asumía que los errores 
de medida en los diferentes puntos del tiempo, para las mismas variables, eran iguales 
puesto que se utilizaban los mismos instrumentos. 

[30] 

TABLA 1. Coeficientes de correlación entre 8 vars. observadas en un estudio de Zaal (n = 72). 

Variable Variable Correlaciones 
teórica observada 

lQ/1 YI 1.000 

Y2 .768 1.000 
lQ/2 Y3 .542 .590 1.000 

Y4 .446 .523 .784 1.000 
WA/I y.., .427 .500 .348 .484 1.000 

Y6 .496 .512 .340 .428 .870 1.000 
WAt2 Y7 .236 .250 .238 .316 .464 .386 1.000 

Y8 .222 .220 .206 .245 .386 .338 .849 1.000 

YI Y2 Y3 Y4 y.., Y6 Y7 Y8 

TABLA 2. Las comparaciones de la bondad del ajuste de los 5 modelos para los datos de la tabla 
1 y un test de las diferentes hipótesis. 

Modelo X2 g.l. Prob Diferencia Diferencia en Probabilidad Conclusión 
en X2 grados 

de libenad 

1 9.8 10 .46 - - - No rechazado 
2 14.9 14 .39 5.1 4 .25 No rechazado 
3 18.9 18 .39 4.0 4 .40 No rechazado 
4 20.7 22 .54 1.8 4 .75 No rechazado 
5 22.1 24 .57 1.4 2 .40 No rechazado 
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La mauiz de correlaciones de las variables observadas se presenta en la tabla 1. Los 
parámetros de todos los modelos se estimaron utilizando LISREL. La tabla 2 muesua la 
bondad del ajuste de los diferentes modelos con los grados de liberrad y la probabilidad 
del valor de X2 o un valor mayor si el modelo es correcto, las diferencias de valor de X2 y 
de los grados de liberrad con el modelo previo y la probabilidad de este valor o de uno 
mayor si el conjunto especificado de resuicciones es correcto. 

La tabla 2 muesua que el modelo 1 realmente tenía un ajuste aceptable, pero todas 
las correlaciones enue los términos de error no eran significativamente diferentes de cero 
al nivel del 5 %. Al resuingir estos valores a cero en el modelo 2, el valor de la X2 subía 
pero no significativamente. De este modo el supuesto [27] no se puede rechazar. Cuan
do inuoducimos en el modelo 3 la restricción [28] tampoco se reduce dramáticamente el 
ajuste. Por lo tanto los instrumentos de medida se pueden ver como T-equivalentes. Al 
pasar del modelo 3 al4 se puede contrastar la hipótesis de que las varianzas de los errores 
son iguales, lo que significa que los instrumentos de medida son paralelos. Tampoco es
ta hipótesis se pudo rechazar. 

Finalmente, tampoco daña significativamente el ajuste el supuesto de iguales varian
zas de los errores a lo largo del tiempo. 

Dado que al efectuar el test no se pudo rechazar ninguna de las restricciones que 
manteníamos aceptamos el modelo 5 como nuestro modelo fmal de medida 8 • 

La tabla 3 resume las características del modelo, tal como se estimaron por el progra
ma. 

La tabla 3 muestra que las varianzas de los errores eran relativamente pequeñas, por 
lo que consecuentemente el ccoeficiente de validez:. y la fiabilidad eran relativamente 
altas. 

Puesto que no se podía rechazar el modelo 5. vale la pena mirar la matriz de 
varianza-covarianza de las variables teóricas estimada por el programa simultáneamente 
con todos los restantes parámetros del modelo. La tabla 4 da estas varianzas y covarian
zas, sus errores típicos y los coeficientes de correlación (encima de la diagonal principal). 

Dada esta matriz, se pueden hacer muchos análisis de las correlaciones entre las va
riables teóricas. Por ejemplo, utilizando un enfoque dinámico se pueden estudiar las re
laciones entre estas varibles en dos puntos del tiempo. Estas posibilidades son una venta
ja típica del enfoque de la replicación. No iremos más allá en este análisis dado que no 
es el tema de este attículo (Zaal, 1978). 

Finalmente, queremos discutir las ventajas que se obtienen al utilizar la ecuación [1] 
con las variables teóricas sin estandarizar frente a la utilización de la ecuación [5] con las 
variables teóricas estandarizadas. Cuando usamos [1] existe la posibilidad de comparar 
las varianzas de las variables teóricas a lo largo del tiempo y de estimar los coeficientes 
sin normalizar con el fin de describir las relaciones entre las variables teóricas. Esto tiene 
considerables ventajas cuando se quieren comparar coeficientes en diferentes pobla-
ciones (Blalock, 1968; Duncan, 1977). . 

También se pueden calcular los coeficientes estandarizados, que son útiles para com
parar los efectos de diferentes variables dentro de una población. Cuando se utiliza la 

8 Un supuesto importante que no se puede verificar con dos instrumentos paralelos es la posibilidad de 
que haya errores correlacionados entre las dos formas paralelas. Esto deja abierta la discusión acerca de si me
diante estas variables observadas se ha representado la variable teórica correcta. 
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TABLA 3. Resumen de las características del modelo de medida. 

Varianzas Varianzas 
estimadas (1) estimadas (1) Correlacion es 

Medias de Varianza de de los de las Pendiente de los tests 

Variable Variable las variables las variables términos variables tipificada paralelos o 
teórica observada observadas observadas de error teóricas (2) X'¡ fiabilidad (3 

lQt1 Yl 32.8 47.06 10.20 
(1.2) 38.13 .89 .79 

Y2 31.3 50.69 10.20 (7.3) 
(1.2) 

lQt2 Y3 48.4 42.90 10.20 
(1.2) 32.13 .87 .76 

Y4 37.1 40.70 10.20 (6.3) 
(1.2) 

WAt1 y., 35.6 153.51 20.65 
(2.5) 121.50 .92 .86 

Y6 37.1 129.05 20.65 (22.2) 
(2.5) 

WAt2 Y7 36.2 146.89 20.65 
(2.5) 126.88 .92 .86 

Y8 150.31 20.65 (23.1) 
(2.5) 

(1) Las estimaciones est~ calculadas por USREL, los errores típicos se incluyen entre paréntesis. 
(2) ).ij = ).;¡.Jl; I~ • 
(3) !.a correlación es igual a ).ij2 (Lord y Novick o Wens, Linn, )oreskog, 1972). 

TABLA 4. Varianzas y covarianzas de las variables teóricas, sus errores típicos y correlaciones tal co
mo han sido estimados por USREL con el modelo 5. 

lQtl 38.125 .589 .679 .284 
(7.28) 

WAt l 40.073 121.495 .491 .460 
(10.14) (22.16) 

lQt2 23.760 30.681 32.135 .309 
(5.53) (9.08) (6.28) 

WAt2 19.729 51.122 19.710 126.884 
(9.44) (17.34) (8.80) (23.06) 

lQtl WAt l lQt2 WAt2 

ecuación [5], hay que hacer un uabajo exua con el fin de obtener estos resultados, que 
de otra manera están disponibles automáticamente. 
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TRES ENFOQUES DIFERENTES PARA RESOLVER El PROBIEMA DEl ERROR AIEATORIO DE MEDIDA 

10.7. Resumen 

Con el fm de obtener los coeficientes de correlación y de regresión entre las variables 
teóricas hay que tener en cuenta el error de medida de las variables observadas. En la li
teratura psicométrica y sociológica se han discutido diferentes enfoques para resolver es
te problema. En este anículo hemos presentado tres enfoques diferentes para estimar las 
varianzas y covarianzas de las variables teóricas. El uso de los indicadores múltiples lleva 
a modelos simples relativamente sobreidentificados, que permiten tests sobre las corre
laciones entre los términos de error; sin embargo, la información que se obtiene relativa 
a las variables teóricas es menos interesante que la obtenida con los otros enfoques. 

Si se hace la replicación en un cono período de tiempo, el uso de estudios de replica
ción es comparable con el enfoque de los indicadores múltiples; sin embargo, en este 
caso hay que hacer un test para los errores correlacionados debidos a los efectos de la 
memona. 

Si se hace la replicación en un período de tiempo largo, es necesario utilizar modelos 
más complejos, con restricciones extras para la identificación. En este caso no se puede 
hacer ningún test, pero los datos son más interesantes. Una desventaja importante es 
que la investigación consume más tiempo. 

El uso de la replicación con indicadores múltiples tiene la ventaja de los modelos 
sobreidentificados, lo que hace posible tests sobre los errores correlacionados; la infor
mación que se obtiene para las variables teóricas es más interesante que en los casos de 
los simples estudios de indicadores múltiples; y para cada variable sólo se necesitan ob
servaciones en dos puntos del tiempo, reduciendo así considerablemente el tiempo de 
investigación. 

Además, hemos visto que generalmente es aconsejable utilizar al menos tres obser
vaciones o indicadores, dado que así hay más posibilidades para verificar los modelos de 
medida. 

Finalmente, parece aconsejable expresar las variables no observadas en las unidades 
de la escala de uno de los indicadores. De esta manera se pueden utilizar coeficientes no 
estandarizados, mientras que si se prefieren las comparaciones los coeficientes estandari
zados siempre se pueden calcular después. 
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11. Análisis de Tablas de Contingencia: 
Modelos Lineales Logarítmicos 

por Juan Javier Sánchez Cam'ón 

11.1. Introducción 

El rratamiento tradicional que se ha seguido eá; el análisis de las relaciones enrre 
dos o más variables de tipo cualitativo- -variables nominales- ha sido el de consuuir 
una tabla llamada de contingencia, a partir de la cual se procedía a ver 1} si exisúa re
lación enrre las dos variables; y 2} en caso afirmativo, cuál era la intensidad de la aso
ciación. Para el primero de los propósitos lo normal es hacer un test de la Gi: 
cuadrado; para estudiar la intensidad de la asociación se recurre a una amplia gama de 
medidas de asociación, que nos resumen en un número la fuerza y la dirección de la 
relación enrre las variables 1. 

Dada la limitación y la confusión que se pueden producir en el análisis cuando só
lo se analizan dos variables a la vez (Simpson, 1951) es también común introducir 
orras nuevas variables de conrrol que permitan «cualificau la relación enrre las va
riables originales. Lazarsfeld (1955) primero y posteriormente Rosenberg (1968) expli
caron el tipo de variables de control existentes y el «proceso de elaboración~ a seguir 
cuando se quiere ver la influencia que tiene una tercera variable sobre la relación ori
ginal enrre otras dos. 

El segundo procedimiento mencionado tiene una fecundidad exrraordinaria en el 
análisis de datos cualitativos. Sin embargo su utilidad se puede ver ampliada median
te el recurso a una serie de técnicas. En un caso, siguiendo las ideas de James Davis se 
pueden construir modelos causales en los que los coeficientes de regresión estandariza
dos que se utilizan cuando rrabajamos con variables cuantitativas se sustituyan por di
ferencias entre proporciones. La técnica sirve tanto para variables dicotómicas como 
para politomías, y tiene la propiedad de que, también como ocurre en los modelos 
causales con variables intervales, se pueden descomponer los efectos entre las variables 
(Davis, 1975, 1980, 1982; Sánchez Carrión, cap. 12 de este libro). 

1 Cualquier manual de estadística para las ciencias sociales hace referencia al test de la Gi-cuadrado y a 
los diferentes coeficientes que se pueden utilizar. Entre los libros específicos de tablas véase Hildebrand y 
otros (1977) o Reynolds (1977). Ambos sirven de libros introductorios al tema de las tablas de contingencia. 
Sin ser libros específicos sobre análisis tabular, en castellano se pueden consultar García Ferrando (1984) y 
Blalock (1978). 
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Otra técnica, ésta derivada de las razones (odds) y no de la diferencia de propor
ciones o porcentajes, son los modelos lineales logarítmicos. Si bien la técnica del 
control por una tercera variable es útil cuando el tamaño de las tablas y el número de 
categorías de las variables es pequeño, su utilidad es menor cuando nos enfrentamos a 
situaciones complejas donde se aborda el estudio de las relaciones entre un número 
elevado de variables. En esta situación es conveniente disponer de una técnica estadís
tica que permita medir y contrastar las complejas asociaciones e interacciones que apa
recen en tablas multidimensionales. De igual manera, el análisis desarrollado median
te el proceso de elaboración se puede ver mejorado mediante el uso de los modelos li
neales logarítmicos en la medida en que, además de descubrir las pautas de asociación 
entre las variables, podemos medir los efectos de unas variables sobre otras. En concre
to, la técnica de los modelos lineales logarítmicos, desarrollada a partir dé los trabajos 
de Goodman (1972, 1972b, 1973 Y 1979) Y ampliamente difundida en el análisis ta
bular (Bishop et al., 1975; Fieneberg, 1977; Upton, 1978, 1980a), permite el estu
dio de: 

1. Las pautas de asociación entre variables categóricas, sin distinción entre depen
dientes e independientes, mediante el análisis de las frecuencias esperadas de las ca
sillas (modelo general logarítmico lineal). 

2. Las relaciones entre variables dependientes e independientes, mediante el aná
lisis de las razones esperadas de una variable dependiente en función de una serie de 
variables independientes (modelo logit). 

3. La construcción de modelos causales a partir de los modelos logit. 

Con objeto de explicar los modelos lineales logarítmicos y su utilización en las tres 
situaciones de investigación descritas vamos a usar los datos procedentes de una inves
tigación sobre emigrantes iberoamericanos en España. La investigación se llevó a cabo 
en 1981 por Gloria Lutz y Miguel Roiz, quienes amablemente me cedieron los datos. 
En la medida en que no estamos interesados en conclusiones de tipo sustantivo sino 
en la exposición de una técnica de investigación, vamos a asumir que la muestra era 
aleatoria simple, al tiempo que recodificamos algunas variables. 

Tenemos datos de 4 variables: Educación, recodificada en nivel bajo (menos de 
título de grado medio) y alto (título de nivel medio o más); Antigüedad en el país, 
recodificada en aquellos que llegaron a España de 1960 a 1970, 71-77 Y 1978-80; 
Permiso de Trabajo, con las categorías No y Sí; e Ingresos, recodificada en ingresos bajos 
(la mediana de la distribución o menos) e ingresos altos (más de la mediana). Los da
tos aparecen en la tabla 1. 

11.1.1. Nomenclatura de las tablas de contingencia 

Tomando el ejemplo de una tabla de tres dimensiones, mostraremos la notación 
que vamos a seguir a lo largo del artículo. Supongamos que tenemos una tabla en la 
que una variable A tiene 1 categorías, la variable B tiene J categorías y la varaible C, K 
categorías. Por simplicidad 1 = J = K = 2, tal como mostramos en la tabla 2. 
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ANALlSIS DE TABLAS DE CONTINGENCIA: MODELOS LINEALES LOGARITMICOS 

TABLA 1. Datos para el Análisis. 

Ingresos 

Estudios Antigüedad Permiso Bajos 

Inferiores 1960-70 No 10 
Inferiores 1960-70 Sí 2 
Inferiores 1971-77 No 39 
Inferiores 1971-77 Sí 15 
Inferiores 1978-80 No 75 
Inferiores 1978-80 Sí 18 
Superiores 1960-70 No 7 
Superiores 1960-70 Sí 2 
Superiores 1971-77 No 23 
Superiores 1971-77 Sí 22 
Superiores 1978-80 No 43 
Superiores 1978-80 Sí 12 
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Altos 

7 
3 
9 

14 
10 
8 
6 

12 
19 
22 
6 

12 

128 

El número de personas que contestan a la categoría 2 de las variables A y B Y a la 1 
de la C son /;'21' En general llamaremos 4R a la frecuencia de la casilla determinada 
por el cruce de las categorías i, j, k de las variables A, B, C, respectivamente. 

Junto a la frecuencia de la casilla es útil calcular los marginales de la tabla. En una 
tabla de tres dimensiones cabe hablar de los marginales de una variable, de dos va
riables y el gran total. El marginal de una variable se calcula sumando las casillas de 
las categorías de esa variable. 

I 

fo,R = ~ /,¡R 
,-1 

El marginal de dos variables se obtiene sumando, igualmente, las casillas de las 
categorías de las dos variables 

I ) 

lOOR = ~ ~ /'¡R ..J 
;-1 ,-1 

TABLA 2. Cruce de tres variables. 

CI C2 
BI B2 BI B2 

Al 1.11 1.21 1.01 Al 1.12 1.22 1.02 
A2 12ll 122l hOI A2 h12 h22 h02 

1011 1021 1001 1012 1022 1002 
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Y, por último, el gran total se calcula a partir de la suma de todas las casillas 

1000 = 
1 ] 
~ ~ - -;= 1 j= 1 

K 
~ rOL _ Jij .. 

k=1 

En la tabla de 2 x 2 x 2 hay un total de 4 marginales de una variable y dos 
marginales de dos variables. En el caso de la variable e éstos serían: 

- marginales de una variable: h10' h20' h10' h20 
- marginales de dos variables: 1001' 1002 

11.1. 2. Asociación entre variables 

Tomando como referencia los datos de la tabla 3, supongamos que se quiere estu
diar la relación enue las dos variables. A tal fin, la simple constatación de los datos 
que aparecen en la tabla resulta poco informativa. 

TABLA 3. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos. 

Permiso 
Ingresos No Sí 

Bajos 197 71 268 

Altos 57 71 128 

254 142 396 

Si queremos estudiar la posible existencia de asociación enue Ingresos y Permiso de 
uabajo es conveniente comparar las frecuencias de las casillas con alguna medida o 
norma. Dos posibilidades son: comparar las frecuencias de las casillas con los margina
les o compararlas enue sí. En el primero de los casos lo que se hace es calcular propor
ciones o porcentajes. Supongamos que se quiera estudiar la posible influencia del Per
miso en el hecho de tener ingresos altos. Enue los individuos con permiso, 
71/142 = .5 tienen ingresos altos; entre los individuos sin permiso, la proporción es 
57/254 = .224. La diferencia entre ambas cantidades (.500 - .224) = .276 puede 
considerarse como una medida de asociación. Sobre este concepto, diferencia de pro
porciones, se construye la metodología para el análisis tabular desarrollada por el pro
fesor Davis, a la que tuvimos ocasión de referirnos previamente (véase capítulo 12 de 
este mismo libro. 

Alternativamente al cálculo de proporciones o de porcentajes podemos comparar 
las frecuencias de las categorías entre sí. Procediendo de esta manera, en lugar de pro
porciones obtenemos razones (odds). Por ejemplo, la razón de ingresos bajos a altos es 
igual a 268/128 = 2.09; es decir, por cada individuo con ingresos altos hay 2.09 con 
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ANAliSIS DE TABLAS DE CONTINGENCIA: MODELOS liNEALES LOGARITMICOS 

ingresos bajos. A esta razón la llamamos maTginal. De igual manera podemos calcular 
las razones condicionales. Así, entre los emigrantes sin permiso la razón de ingresos 
bajos a altos es de 197/57 = = 3.46; esta misma razón entre aquellos que tienen per
miso es de 71/71 = 1.00. Vemos, pues, que las razones condicionales difieren, lo 
cual nos indica que para tener ingresos bajos no es lo mismo la situación legal de cara 
al trabajo -o, lo que es lo mismo, que están asociadas las variables Ingreso y Permi
so. Con objeto de elaborar una medida de la intensidad y de la dirección de la aso
ciación podemos dividir las razones condicionales, calculando la razón de razones 
(odds Tatio): 3.46/1.00 = 3.46 .. Podemos interpretar esta medida diciendo que la ra
zón de ingresos bajos a altos para los que no tienen permiso es casi 3.5 veces superior 
a la de aquellos con permiso. 

La razón de razones será igual a 1.00 cuando las variables sean independientes, y 
mayor o menor a 1.00, según que la asociación sea positiva o negativa, respectivamen
te. Esta medida tendrá un límite inferior, el cero, pero carece de límite superior. Este 
hecho es el que hace que la escala sea diferente según estemos encima o debajo del 
1.00 (la independencia). Supongamos que calculásemos ahora la razón de razones de 
los que Sí tienen permiso versus los que No lo tienen; su valor es 1.00/3.46 = .289. 
Igual asociación hay si calculamos esta razón que la anterior (aquella de los que No 
tienen permiso vs. los que Sí lo tienen); sin embargo, los números son diferentes 
(.289 vs. 3.46), y también lo es la distancia que les separa del 1.00, pudiendo dar la 
impresión de que es mayor la intensidad de la razón de No a Sí permiso (3.46) que la 
de Sí a No (.289). Una forma de resolver este problema es transformar ambos núme
ros en sus logaritmos naturales. Así, elloge de 3.476 es igual a 1.24; y elloge de .289 
es -1.24; es decir, los números son iguales sólo que cambian los signos. 

Esta medida y su transformación logarítmica van a ser la base sobre las que se 
construya el método de los modelos lineales logarítmicos (una más amplia exposición 
de la medida en el libro ya citado de Reynolds, 1977 y en Davis, 1971). 

11.2. Dos cuestiones a plantearse 

Siempre que observamos los datos de una tabla nos podemos plantear dos pregun-
tas: 

1. ¿Qué pasaría si sacásemos otra muestra?, ¿se obtendrían los mismos resultados? 
¿Se pueden extrapolar los resultados muestrales al conjunto de la población? La res
puesta se encuentra en la realización de un test. 

2. ¿Por qué se obtienen estos resultados y no otros? En particular, ¿por qué no 
son iguales todas las casillas? En este caso la respuesta está en el hecho de que hay di
ferentes efectos (influencias de cada variable aislada y de sus asociaciones) que causan 
que los datos sean unos y no otros. Habremos de determinar qué efectos son ésos y 
cuál es su importancia. Veamos cada uno de los dos problemas. 

Con relación a la segunda pregunta, partamos de los datos de la tabla 3, expresa
dos en proporciones sobre el total de casos de la muestra (tabla 4). 
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TABLA 4. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos (proporciones sobre el total). 

Permiso 
Ingresos No Sí 

Bajos .50 .18 .68 

Altos .14 .18 .32 

.64 .36 1.00 

Frente a estos resultados tenemos la tabla de equiprobabilidad, donde las casillas 
tienen el mismo valor (tabla 5). 

TABLA 5. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos, en el supuesto de equiprobabilidad. 

Permiso 
Ingresos No Sí 

Bajos .25 .25 .50 

Altos .25 .25 .50 

.50 .50 1.00 

Buscando la razón de la variabilidad de nuestra tabla original, diremos que parte 
de la explicación se encuentra en el hecho de que es más frecuente tener ingresos ba
jos que altos (.68 VI • • 32). Si ésta fuera toda la explicación, al multiplicar las filas 1 y 
2 de la tabla de equiprobabilidad por .68/.50 y .32/.50, respectivamente, esta tabla 
debería quedar igual a la original (tabla 4). Veamos en la tabla 6 qué ocurre cuando 
procedemos así. 

TABLA 6. Tabla de equiprobabilidad, ajustando por el efecto de Ingresos. 

Ingresos 
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Bajos 

Altos 

No 

.25(.68/.50) .34 

.25(.32/.50) = .16 

.50 

Permiso 
Sí 

.25(.68/.50) = .34 

.25(.32/.50) = .16 

.50 

.68 

.32 

1.00 
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Hecha la multiplicación indicada se observa que todavía siguen siendo diferentes 
ambas tablas (la 4 y la 6). 

Una segunda explicación la hallamos en el hecho de que tampoco es igual de fre
cuente tener que no tener permiso de trabajo (.64 vs . . 36). Con objeto de tener en 
cuenta este efecto multiplicamos las columnas 1 y 2 de la tabla 6 por .64/.50 y 
.36/.50, respectivamente. En la tabla 7 se muestran los resultados. 

TABLA 7. Tabla de equiprobabilidad. ajustando por los efectos de Ingresos y Permiso. 

Permiso 
Ingresos No Sí 

Bajos .34(.64/.50) = .435 .34(.36/.50) = .245 .68 

Altos .16(.64/.50) = .205 .16(.36/.50) = .115 .32 

.640 .360 1.00 

Aun así, los datos de esta tabla difieren de los obtenidos en la tabla original (tabla 
4). Ello es debido a que las probabilidades de tener (ingresos bajos - sin permiso) e 
(ingresos altos - con permiso) son mayores de lo que cabría esperar en el supuesto de 
que las dos variables fueran independientes; siendo esto así, habrá que añadir el efec
to que tiene la asociación entre las dos variables para terminar de explicar por qué, 
aún después de considerar los efectos de filas y columnas, las tablas 4 y 7 siguen sien
do diferentes. 

Resumiendo, vemos que hay 4 efectos, los ya señalados más otro que tiene en 
cuenta el tamaño de las casillas, que explican los resultados de nuestra tabla original: 

1. Efecto de las filas. 
2. Efecto de las columnas. 
3. Efecto debido a la asociación entre las variables. 
4. Efecto debido al número .r:nedio de casos en cada casilla. 

Estos 4 efectos los denominaremos, respectivamente, A1, AJ, Ar, p., y serán los que 
expliquen, en lo que vamos a llamar el modelo aditivo logarítmico lineal, ellogarit
mo en base e de la frecuencia esperada de cada casilla. 

[1] 

La primera pregunta tiene contestación cuando se realiza un test, en este caso de 
la Gi-cuadrado, que nos indica si la relación que se observa en la muestra es 
estadísticamente significativa o, por el contrario, cabe atribuirla al azar. No vamos a 
detenernos ahora a explicar el test de la Gi-cuadrado -para repasar el tema véase, por 
ejemplo. Wonnacott y Wonnacott (1977)-; lo que sí vamos a hacer es introducir al
gunas ideas que no son tan comunes como la realización del propio test en la si-
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tuación standar en la que tenemos dos variables y hacemos el supuesto de indepen
dencia. En primer lugar veamos los posibles tests a realizar. Dada una tabla de dos di
mensiones, además del supuesto de independencia se pueden hacer las hipótesis de 
que no hay efectos de las [¡las y I o de las columnas -en general se pueden hacer hi
pótesis que pongan en cuestión la signiflcatividad de todos los efectos que influyen en 
la tabla, cualquiera que sea su dimensión. 

la segunda aclaración tiene que ver con el cálculo de las frecuencias esperadas -y 
a partir de ellas la estimación de los parámetros del modelo bajo la hipótesis hecha en 
el test-o Cuando la tabla tiene más de dos dimensiones no hay una fórmula que per
mita calcular directamente el valor de las frecuencias esperadas; debemos de utilizar 
algún algoritmo. Una posibilidad es la utilización del «escalamiento proporcional ite
rativo:. (Haberman, 1972). El algoritmo y su ilustración con un ejemplo no lo vamos a 
mostrar aquí, y remitimos a las obras de Bishop y otros (1975), Davis (1974) y Nigel 
Gilbert (1981). Digamos simplemente que el método genera una tabla en la que los 
marginales correspondientes a las relaciones incluidas en el modelo se hacen iguales a 
los de la tabla observada, mientras que los otros quedan libres, siendo las frecuencias 
estimadas para cada casilla máximo-verosimilitud. Este es el algoritmo que utilizan los 
programas informáticos BMDP (Dixon, 1978) y ECfA (Everyman's Contingency 
Table Analysis) Goodman y Fay, 1973). Otro procedimiento que también genera esti
maciones máximo-verosimilitud se incluye en GLIM (Generalized Linear Interactive 
Modelling). El procedimiento ha sido desarrollado por Nelder y Wedderburn (1972), 
y se conoce como «mínimos cuadrados ponderados iterativos:.. (Se puede ver una revi
sión del problema de la estimación en los modelos lineales logarítmicos en Payne, 
1977 y Upton, 1978). 

Otro aspecto a explicar son los grados de libertad de las tablas que se contrastan 
en el test. Los grados de libertad son igual al número de casillas menos el número de 
efectos que requieren estimación. Cuando se trata de contrastar la hipótesis de inde
pendencia en la tabla de 1 x J, el número de efectos a estimar es de 1 + (1 - 1) + 
+ U - 1) = 1 - ] - 1. Veamos por qué: 

- en el cálculo del efecto medio del tamaño de las casillas hay que estimar un pa
rámetro independiente 

- dada la constricción de que la suma de los efectos de las ftlas ha de ser igual a 
cero, el número de efectos ftla independientes a estimar será de (1 - 1), 

- por la misma razón anterior, el número de efectos columna independientes a 
estimar será igual a U - 1). 

Si la tabla es de 2 x 2, el número de efectos será igual a 3, y los grados de liber
tad (4 - 3) = 1. En el caso de la hipótesis de asociación, a los efectos anteriores 
habría que añadir el efecto asociación. El número de efectos independientes a estimar 
debido a la asociación es de (1 - 1)(J - 1). En la tabla 2 x 2 el número de efectos 
total sería de 4 y los grados de libertad 4 - 4 = O. 

Por último, señalemos que vamos a utilizar como alternativa al estadístico Gi
cuadrado (x2) el ratio de verosimilitud (Y'l): 

Y'l = 2 t t ~logJJ,,, F¡j) 
,-1 /-1 
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donde /ij es la frecuencia observada en la fda i y la columna j, y F¡, es la frecuencia es
perada bajo la hipótesis del test, en las mismas fila y columna. 

la distribución muestral de la }'2 es la misma que la de la )(l, pero la primera 
tiene algunas ventajas de las que la última carece (ver infra). Su valor es muy seme
jante. Para los datos de la tabla 3, después de calcular las frecuencias esperadas en el 
supuesto de independencia (véase tabla 8) vemos cómo x 2 es aproximadamente igual 
a }'2: 

1 ] 
~ ~ '+.. - F.)2/ F. = (197 
-.J -.J ViJ IJ IJ 171.9)2/171.9 + (71 - 96.1)2/96.1 + 
;=1 j=1 

[2] 
+ (57 - 82.1)2/82.1 + (71 - 45.9)2/45.9 = 31.62 

1 

2~ 
] 
~ +.Iog (r.'¡F) 
-.J Ji? eViJ IJ 2(197(.136) + 71( - .303) + 

;= 1 j= 1 

[3] 
+ 57( - .364) + 71(.436» 2(lS.487) 30.974 

11.3. Concepto de modelo 

Siguiendo en este punto la excelente y clara explicación que hace del tema Nigel 
Gilben (1981), vamos a llamar modelo a un conjunto de hipótesis que intentan expli
car las interrelaciones que se producen entre los fenómenos sociales. Los modelos se 
componen de conceptos y de sus relaciones. Si estuviéramos estudiando los Ingresos 
de los Sudamericanos en España, partiríamos de la variabilidad que hay entre el dine
ro que ganan unos y otros y trataríamos de encontrar una explicación a este fenóme
no. Un modelo muy simple podría señalar que Ingreso y Permiso de Trabajo están re
lacionados, formulando la hipótesis, con la confianza de poder rechazarla, de que am
bas variables son independientes. Este sería nuestro modelo, que incluiría dos concep
tos (Ingresos y Permiso) y un supuesto de no asociación entre ambos. De acuerdo con 
el modelo construiríamos un mundo a su semejanza (un mundo en el que ambas va
riables fueran independientes) y estudiaríamos qué cabe esperar que les ocurriera a los 
individuos en esta situación. Si el modelo fuera correcto, los resultados observados en 
la realidad y los derivados de nuestro modelo -generados mediante alguna técnica 
analítica, por ejemplo el escalonamiento proporcional iterativo- deberían de coinci
dir. Caso contrario habremos de buscar otro modelo que sí produzca esta similaridad 
-para este ejemplo, todos los modelos alternativos, contrastados, están recogidos en 
el apartado siguiente. la búsqueda se puede realizar mediante un proceso de abstrac
ción guiado por la teoría o mediante el recurso a algún procedimiento analítico (véase 
infra). Seleccionado el modelo correcto, sólo restaría calcular las lambdas estimadas, 
con objeto de ver la importancia relativa de los diferentes efectos que influyen en la 
tabla. En el gráfico 1, tomado de Nigel Gilbert, se esquematiza el procedimiento que 
acabamos de explicar. 
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GRÁFIco 1. Diagrama esquemático que ilustra la relación entre los mundos «real. e «imagina
rio. (tomado de Nigel Gilben, 1981, pág. 5). 

De este gráfico se derivan las etapas a seguir en el ajuste de los modelos y los 
problemas que se plantean. Resumiendo muy brevemente: 

a) Selección del modelo. 
b) Generación de los datos esperados, en función del modelo seleccionado. 
c) Comparación de los datos esperados con los datos observados, mediante la re

alización de un test. 
d) Si los dos conjuntos de datos no son suficientemente similares se repiten los 

tres pasos previos con otro modelo diferente. 
e) Si los dos conjuntos de datos son similares, es decir, si el modelo es correcto, se 

puede ver la posibilidad de simplificarlo; ello supone seguir los pasos previos buscan
do ese modelo más parsimonioso. 

f) llegados al modelo final, calculamos los parámetros del modelo para ver su im
ponancia relativa. 

11.3. l. FJ modelo saturado para tablas 2 x 2 

llamamos modelo saturado a aquel que incluye tantos parámetros como efectos 
influyen en la tabla. Si cuando hablábamos de la tabla de dos dimensiones veíamos 
que había 4 posibles efectos que podían explicar la variabilidad de sus casillas, el mo
delo que incluya los 4 parámetros correspondientes a estos efectos le llamaremos satu
rado. Tal como explicábamos (eq. 1), los parámetros a calcular en este modelo son p., 

)..1, )..7, )..CS· Veamos el cálculo de cada uno de ellos utilizando los datos de la tabla 3. 

a) Efecto medio 
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y sustituyendo los valores correspondientes. 

1/4(17.84) 4.46 

b) Efecto de las filas 

}..¿ = 1/ I] t 10g,JF/F tIO i) 
j-l 

Tomando el efecto de la fila 1 (variable Ingresos) 

1/4(1.24) = .31 

c) Efectos de las columnas 

1 

}..! = 1/ I] ~ (logeFq: + 10geFq:/ F¡,II0j) 
i-l 

Para la columna 2 (variable Estudios): 

}..f = 1/4(loge71/197 + loge71/57) = 1/4(-.8) -.2 

Las lambdas están sometidas a la siguiente constricción: 

I ] 

~ }..¿ = O ; ~}..! = O 
,-1 /=1 

d) Efecto debido a la asociación 

para la casilla (1.1) 

}..1f = 1/4Ioge(197(71)/57(71» = 1/410ge3.456 = .310 

En este caso la constricción es que 

i-. ~ }..AB = O 
aJ aJ IJ 
,-1 /-1 

lo que implica que 
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Veamos ahora si nuestro modelo permite predecir los valores obtenidos, tomando 
como ejemplo la casilla (1,1) 

log!'ll = P. + ~1 + ~f + ~1~ 
loge197 = 4.46 + .31 + .2 + .31 = 5.28 

Si calculamos elloge de 197 (frecuencia de la casilla 1,1) vemos que su valor coin
cide con el 5.28 previamente obtenido -lo cual era lo previsto, puesto que el modelo 
saturado siempre reproduce con exactitud los datos originales. 

Los resultados obtenidos en el cálculo de cada efecto nos indican que las influen
cias más importantes en la casilla (1,1) se deben por igual al hecho de que los indivi
duos se distribuyen desigualmente en la variable Ingresos y a la asociación entre Ingre
sos y Permiso. Menor importancia tiene la desigual distribución de emigrantes con y 
sin permiso de trabajo. 

Antes de pasar a otros modelos alternativos queremos mencionar un punto prácti
co de interés. Caso de que haya casillas con frecuencia cero se plantea la imposibilidad 
de ajustar el modelo saturado y se crean problemas con el resto de los modelos. Tal 
como hemos mostrado, las lambdas son combinaciones lineales de los logaritmos de 
las frecuencias de las casillas. Dado que el logaritmo de cero es - 00, es recomendable 
añadir a cada casilla 1/2 antes de ajustar el modelo saturado (Goodman, 1970). Esta 
solución es válida siempre y cuando no haya una razón teórica que justifique la exis
tencia de los ceros -si se cruzan el sexo y el tipo de enfermedades padecidas por los 
individuos, lógicamente la casilla varón y cáncer de mama estará vacía. En este caso el 
tipo de análisis que estamos explicando hay que complementarlo con los modelos de 
casi-independencia y las tablas incompletas (Upton, 1978: 102-117; Fienberg, 1977: 
108-129; Knoke y Burke, 1980: 63-67). 

11.3.2. Otros modelos para las tablas de 2 x 2 

Hemos visto que el modelo saturado reproduce exactamente el valor de las casillas 
de la tabla, pero ello era a costa de incluir todos los posibles efectos que la afectan. En 
la medida en que nuestro interés consiste en encontrar la pauta de relaciones más sen
cilla que explique los valores obtenidos, lo que haremos es buscar otros modelos más 
parsimoniosos que cumplan esta función. El primer modelo que probaremos será el 
modelo de independencia. Este modelo incluye los parámetros: 

Si este modelo fuese correcto, las frecuencias esperadas (F,) de cada casilla serían 
F,¡ = F;oFo/Foo. De esta forma estimamos las frecuencias esperadas y a partir de ellas 
calculamos los p~ámetros de nuestro modelo -parámetros estimados por tratarse de 
datos muestrales. En la tabla 8 se ofrecen las frecuencias esperadas de éste y de los 
otros modelos alternativos. 

Antes de proceder al cálculo de los parámetros es necesario contrastar la bondad 
del modelo. Para ello calculamos el ratio de verosimilitud (Y2), haciendo un test con 
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1 grado de libertad y en el que la hipótesis nula es que hay independencia entre am
bas variables. La ecuación 3 nos da el resultado del cálculo de la YZ. La probabilidad 
de obtener al azar una yz = 30.97, con 1 grado de libertad, bajo el supuesto de in
dependencia, es de .0000, por lo que rechazamos este modelo. 

Rechazada la bondad del modelo anterior resulta improcedente calcular el valor de 
sus parámetros. También resulta improcedente estudiar la posible bondad de modelos 
alternativos con menos efectos. A pesar de ello, con objeto de poder contrastar los re
sultados que se pueden obtener, incluimos en la tabla 8 los parámetros, frecuencias 
esperadas y ratios de verosimilitud correspondientes a los diferentes modelos a ajustar 
en una tabla de dos dimensiones. 

TABLA 8. Resultados obtenidos al ajustar todos los modelos posibles para los datos de la tabla 3. 

Modelos F11 F12 F21 F22 
) .. ~ 

I 
).B 

I 
). AB 

11 P. g.l. y2 

Saturado 197 71 57 71 .31 .2 .31 4.46 O O 
Independencia 171.9 96.1 82.1 45.9 .369 .291 4.486 1 30.97 
Efecto B nulo 134 134 64 64 .369 4.529 2 63.18 
Efecto A nulo 127 71 127 71 .291 4.553 2 81.63 
Equiprobabilidad 99 99 99 99 4.595 3 113.66 

Según cada modelo, las frecuencias esperadas son distintas, por lo que también los 
parámetros tienen valores distintos. A medida que suprimimos efectos la yz aumenta, 
como indicador de que la bondad del modelo disminuye. 

11.3.3. Test de la importancia de los parámetros 

Al hablar del ratio de verosimilitud decíamos que este estadístico tiene algunas 
ventajas de las que carece la x2• En concreto, el ratio de verosimilitud es aditivo ante 
su panición para modelos anidados (nested models). Diremos que dos modelos MI y 
M2 son anidados si todos los efectos (la lambdas) contenidos en MI son subconjuntos 
de los efectos contenidos en M2 • La diferencia en yz entre los dos modelos sirve como 
test de los efectos adicionales en M2, condicional de los efectos en MI' Esta diferencia 
también tiene una distribución x2, siendo sus grados de libertad igual a la diferencia 
en el número de parámetros ajustados en los dos modelos. Esta propiedad no se man
tiene para la X 2 de Pearson; es por ello que elegimos el ratio de verosimilitud para los 
tests. 

Partiendo de esta propiedad de la yz podemos ver la importancia de cualquier pa
rámetro haciendo el test correspondiente. Supongamos que tenemos los dos modelos 
siguientes: 

279 



Modelos g.l. Y2 

MI gI 11 
M2 g2 11 

Parámetro (g2 - gI) (11 - 11) 
extra en MI 

Podemos hacer un test para ver si la diferencia entre los dos modelos es significati
va -es decir, ver si el parámetro extra en MI es significativo. Para ello hacemos un 
test en el que la hipótesis nula (Ho) sea que el parámetro extra es igual a cero, para 
una Y2 igual a (11 - 11), con (g2 - gI) grados de liberrad. Veamos un ejemplo en 
el que MI es el modelo de independencia y M2 el de efecto Permiso nulo. 

Modelos g.l. Y2 

Independencia (p" ),,¿, ),,7) 1 30.97 

Efecto Permiso nulo (p., >4) 2 63.18 

),,~ 
J 

1 32.21 

En este caso haríamos un test para ver si el efecto ),,7 es significativo. Una 
Y2 = 32.21, con 1 grado de liberrad, es significativa al nivel del .0000, por lo que 
concluimos que no se puede omitir ),,7 sin que el modelo sea peor. 

11.3.4. Modelos jerárquicos 

Todos los modelos que vamos a considerar son miembros de una clase de modelos 
llamados jerárquicos. Con palabras de G. Upton (1978: 57) estos modelos obedecen la 
siguiente regla. Supongamos que el parámetro relacionado con un conjunto de va
riables S se incluye en el modelo; entonces, el modelo debe de incluir todos los pará
metros relacionados con cualquier subconjunto de S. Esto es lo que hemos hecho en la 
tabla 2 x 2. Cuando incluíamos el parámetro relacionado con el conjunto de va
riables A y B (),,~ también incluíamos los parámetros relacionados con los subconjun
tos de S, A (),,¿) y B (),,7). 

11.4. Tablas multidimensionales 

En la tabla de dos dimensiones tan sólo cabía la posibilidad de asociación o de in
dependencia entre las dos variables. Cuando introducimos nuevas variables los tipos 
de posibles relaciones aumentan. Para ilustrar los nuevos tipos de hipótesis vamos a 
utilizar una tabla de tres dimensiones, que incluye las variables A, B y C. 
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a) Hipótesis de Independencia Mutua 

Las ues variables son independientes: A es independiente de B y C, y B es indepen
diente de C. Bajo esta hipótesis, 

donde P = probabilidad 

El modelo correspondiente a esta situación sería aquel que solo incluyera los efec
tos de cada variable más el efecto medio 

b) Hipótesis de Independencia Condicional 

Existe independencia condicional enue A y B cuando ambas variables son inde
pendientes para cada categoría de C, aun cuando A y B estén asociada cuando plega
mos C. 

En general A y B son condicionalmente independientes, dadas las categorías de C, 
SI 

Esta hipótesis corresponde al modelo lineal logarítmico 

c) Hipótesis de Independencia Múltiple 

Si A y B tienen la misma pauta de asociación para cada categoría de C, se puede 
decir que A y B son independientes de C. Bajo esta hipótesis tenemos que, 

El modelo correspondiente a esta hipótesis es 

d) Hipótesis de Interacción 

Decimos que hay interacción cuando las ues variables están relacionadas de tal ma
nera que la asociación enue dos de ellas cambia con cada nivel de la tercera. El modelo 
lineal logarítmico correspondiente a esta situación es el siguiente: 

Este serta el modelo saturado para la tabla de tres dimensiones. Añadiendo las 
asociaciones e interacciones correspondientes se pueden generalizar estas hipótesis para 
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tablas de cualquier número de variables. Por ejemplo, el modelo saturado para la 
tabla de cuatro dimensiones incluiría los efectos atribuibles a los marginales de cada 
variable, las asociaciones mutuas entre las 4 variables, las 4 interacciones de tercer or
den y la interacción de cuarto orden. Así, 

11.4.1. Selección del modelo 

En el caso de que la tabla sea de dos dimensiones, la selección del modelo no re
sulta complicada, dado que sólo hay que elegir entre S modelos distintos. Cuando las 
variables son tres, el número de modelos alternativos sube hasta 18, por lo que ya la 
selección se hace más compleja. En el caso de una tabla de 4 dimensiones, al existir 
144 modelos no saturados distintos, la selección se haría imposible si no tuviéramos 
alguna estrategia que, sin necesidad de probarlos todos, nos llevara a aquel que mejor 
se ajusta a los datos, manteniendo el principio de parsimonia -por supuesto, más 
difícil será la selección cuando el número de variables se incremente a S, 6, etc. Hay 
diferentes estrategias en la selección del modelo adecuado. Brown (1976) sugiere el 
uso de un procedimiento que denomina screening. Alternativamente, otro procedi
miento ampliamente utilizado consiste en seleccionar nuestro modelo partiendo del 
saturado. Este segundo procedimiento es el que vamos a explicar aquí, remitiendo al 
autor citado o a otros trabajos como el de G. Upton (1980) para ver el procedimiento 
del screening. 

En el segundo procedimiento partimos del ajuste del modelo saturado para los da
tos objeto de estudio, buscando las lambdas estandarizadas cuyo valor sea igualo su
perior a ±2. Una primera aproximación al modelo que estamos buscando será aquel 
que incluya todos estos efectos. La justificación de este procedimiento se encuentra en 
el hecho de que las lambdas que nosotros obtenemos son estimadores de las lambdas 
poblacionales. Cuando el tamaño de la muestra sea grande y bajo la hipótesis de que 
la lambda verdadera es igual a cero, la razón (lambda estimada/error estándar) tiene 
una distribución aproximadamente normal con media cero y varianza uno. En esta si
tuación un valor de la lambda estimada mayor que (±2) es significativa al nivel del 
.OS. 

Una vez obtenido este modelo de partida procedemos a buscar otro que mejore el 
ajuste previamente obtenido. A semejanza con la regresión de pasos procedemos, 1) a 
eliminar aquellos parámetros que nos lleven a un modelo que ajuste los datos que sea 
más parsimonioso que el anterior, y 2) a añadir parámetros que cuando se incluyan en 
el modelo de partida proporcionen una mejora significativa del ajuste. 

A continuación incluimos un ejemplo que ilustra el procedimiento mencionado, 
junto a los principios discutidos hasta este momento; para ello utilizamos los datos de 
la tabla 1. En este ejemplo ilustrativo analizamos los datos en cuestión, estudiando la 
pauta de relaciones entre las variables (modelo general lineal logarítmico); la influen
cia de Estudios, Antigüedad y Permiso de Trabajo (variables independientes) sobre los 
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Ingresos (variable dependiente) (modelo logit); y el estudio de las relaciones causales 
entre todas las variables, mediante la constrUcción de un modelo causal. 

11.5. Modelo general lineal logarítmico 

Con objeto de encontrar el mejor modelo para nuestros datos hemos seguido la 
estrategia de ajustar el modelo saturado, buscando las lambdas estandarizadas cuyos 
valores sean iguales o superiores a ±2. Procediendo de tal manera y utilizando el 
programa BMDP obtenemos los resultados de la tabla 9. 

TABLA 9. Valores estandarizados de las estimaciones. 

I 2.755 EP 2.039 
P 3.225 EA¡ - .588 
A¡ -6.561 EA2 -1.088 
A2 5.617 EA3 1.811 
A3 3.477 A¡PI .218 
E - .491 A2PI -1.280 
PI 4.255 A3PI .914 
A¡I -3.300 EPI .423 
A21 .163 EA¡I .326 
A31 4.257 EA21 .820 
El 2.159 EA31 .544 
A¡P 1.130 EA¡P .704 
A2P -2.094 EA2P .820 
A3P .463 EA3P .169 

EA¡PI .937 
EA2PI 2.064 
EA3PI - .692 

De acuerdo con los resultados de la tabla 9 elegimos como candidato a mejor mo
delo aquel que incluye las lambdas correspondientes a las asociaciones Educación
Permiso de Trabajo (a panir de aquí EP), Antigüedad-Permiso (AP), Educación
Ingresos (El), Antigüedad-Ingresos (Al) y Permiso-Ingresos (PI). Siguiendo nuestro 
criterio de selección deberíamos de incluir también la interacción entre las 4 variables 
(IP AE), dado que su valor estandarizado es 2.064. No procedemos así, asumiendo 
que ésta es una de cada 20 veces que se obtiene este valor al azar. De acuerdo con la 
argumentación de Upton en uno de los ejemplos de su libro (1978, p. 77), suponemos 
que si IP AE fuera una interacción verdadera habríamos encontrado interacciones de ter
cer orden significativas; mirando a los valores correspondientes vemos que no es éste el 
caso, las 4 interacciones de tercer orden están lejos de ser significativas. 
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El próximo paso en nuestro análisis es ajustar el modelo EP. AP. El. Al. PI. para ver 
si se trata de un modelo correcto. La tabla siguiente ofrece los resultados: 

Parámetros g.l. P P 

EP. AP. El, Al. PI 11 12.19 .3495 12.27 .3435 

En función de los resultados del test vemos que el modelo ajusta hien: 
Y2 = 12.19. con 11 grados de liherrad. es un valor típico para una observación de 
una distribución X 2. Hemos llegado a un modelo simplificado que explica nuestros 
datos sin considerar la asociación entre Educación y Antigüedad, las 4 interacciones de 
tercer orden y la interacción de cuano orden. Sin embargo, todavía quedan 9 pará
metros y vamos a ver si podemos encontrar un modelo más simple. La tabla 10 
muestra los resultados al suprimir de una en una cada una de las 5 asociaciones del 
modelo. 

TABLA 10. Eliminación de las 5 asociaciones. 

Parámetro Resultado 
Modelo Parámetros g.l. y2 a prueba de la prueba 

1 EP. AP, El, Al, PI 11 12.19 Modelo Modelo ajusta bien 
2 AP, El, Al, PI 12 17.53 EP Significativo (P = .0208) 
3 EP, El, Al, PI 13 18.53 AP Significativo (P = .0421) 
4 EP, AP, Al, PI 12 20.43 El Significativo (P = .0041) 
5 EP, AP, El, PI 13 37.73 Al Significativo (P = .0000) 
6 EP, AP, El, Al 12 33.46 PI Significativo (P = .0000) 

Si suprimimos el parámetro EP, ajustando el modelo 2, vemos que el modelo no 
es significativo -la probabilidad de obtener al azar una Y2 = 17.53. con 12 grados 
de liherrad, bajo la hipótesis de que el m~/correcto. es .1307-; sin embargo. 
éste no es el caso del parámetro bajo test. que es significativo al nivel del .05 
(P = 0.208). Esto significa que no podemos suprimir la asociación entre Educación y 
Estudios. A continuación suprimimos el resto de los parámetros incluidos en el mode
lo 1. Tal como vernos en la tabla 10 todos los parámetros que contrastamos son signi
ficativos, especialmente aquellos que relacionan los Ingresos de los emigrantes con las 
otras tres variables. Debemos concluir que no se puede suprimir ningún parámetro de 
nuestro modelo original. sin que haya un empeoramiento significativo del ajuste. 

Después de considerar la eliminación de algunos parámetros estudiamos la posibi
lidad de mejorar el ajuste mediante la inclusión de nuevos efectos. La tabla 11 
muestra la selección de los parámetros. 

284 



ANAllSIS DE TABLAS DE CONTINGENCIA: MODELOS LINEALES LOGAJUTMICOS 

TABLA 11. Selección de los parámetros. 

Parámeuo Resultado 
Modelo Parámeuos g.l. y2 a prueba de la prueba 

7 AE. EP. AP. El. Al. PI 9 9.46 AE No significativo 
(P = .3962) 

8 P AE. El. Al. PI 7 8.11 EP No significativo 
(P = .3952) 

9 EPI. AP. Al 10 12.11 EPI No significativo 
(P = .7913) 

10 API, PE, lE 9 9.12 IPA No significativo 
(P = .2554) 

11 EAI, EP, AP, PI EAI No significativo 

El primer candidato a ser elegido es la asociación entre Antigüedad y Educación. 
Hacemos un test de la diferencia entre los dos modelos (1 y 7). con 2 grados de liber
tad y una Y2 = 2.73. bajo la hipótesis de que AE = O. y vemos que este parámetro 
no es significativo (P = .3962). llegando a la conclusión de que no hay una mejora 
significativa del ajuste por el hecho de incluir este parámetro. Obviamente. los si
guientes candidatos son las 4 interacciones de tercer orden. A partir de los resultados 
de la tabla 11 concluimos que ninguno de ellos es significativo. Poniendo juntos los 
resultados de la eliminación y selección de parámetros concluimos que el modelo 1 es 
el más parsimonioso. Para darse una idea de la bondad del modelo ofrecemos en la 
tabla 12 las frecuencias estimadas de cada casilla. 

TABLA 12. Frecuencias esperadas según el modelo EP. AP, El, Al, PI. 

Ingresos 

Estudios Antigüedad Permiso Bajos Altos 

Inferiores 1960-70 No 10.0 6.5 
Inferiores 1960-70 Sí 2.5 4.8 
Inferiores 1971-77 No 41.2 11.3 
Inferiores 1971-77 Sí 16.7 7.0 
Inferiores 1978-80 No 72.2 8.7 
Inferiores 1978-80 Sí 16.4 5.9 
Superiores 1960-70 No 6.0 7.5 
Superiores 1960-70 Sí 2.5 9.2 
Superiores 1971-77 No 24.6 13.0 
Superiores 1971-77 Sí 16.6 26.1 
Superiores 1978-80 No 43.0 10.0 
Superiores 1978-80 Sí 16.3 11.3 
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Tal como se puede ver, no hay grandes diferencias entre los valores observados y 
los estimados -tal como sabíamos a partir de la realización del test de la x2• 

Una vez que hemos llegado al modelo final hay que calcular los valores de los pa
rámetros con objeto de estudiar su imponancia relativa. En la tabla 13 incluimos los 
parámetros estimados bajo el modelo EP, El, AP, Al, PI. Damos las lambdas y sus ex
ponenciales, las taus. 

TABLA 13. Parámetros estimados bajo el modelo EP, AP, El, Al, PI. 

Efecto ). T 

Gran media 2.471 11.84 
I .203 1.225 
P .229 1.257 
Al .772 .462 
A2 .454 1.575 
A3 .318 1.374 
E .032 .968 
PE .128 1.136 
PA l .067 1.069 
PA2 .177 .837 
PA3 .111 1.117 
lE .163 1.117 
IA I .423 .655 
IA2 .007 1.007 
IA3 .416 1.516 
IP .273 1.314 

De acuerdo con los parámetros estimados es posible predecir las frecuencias espera
das de las casillas. Los parámetros incluidos en el modelo son aquellos necesarios para 
explicar los valores de las casillas, y sus tamaños indican la importancia de cada uno· 
de ellos. El modelo 1 señala que el logaritmo de la probabilidad de la casilla (t: j, k, 
l) viene dado por 

Esta es la forma aditiva de nuestro modelo general logarítmico lineal 2 • Si queremos 
estimar el logaritmo de la probabilidad de las casillas que requieren parámetros no . 
incluidos en la tabla 13 (columna de las lambdas), su valor es el mismo que el de 
aquellos que sí aparecen en la tabla, viniendo su signo determinado por los 

2 Si quisiéramos expresar nuestro modelo en función de las frecuencias de las casillas, en vez de sus lo
garitmos, se pueden cambiar las lambdas por sus exponenciales. Uamando ." (eta) al exponencial de p. y T( 
tau) a los exponenciales de las lambdas, tendríamos el siguiente modelo multiplicativo: 

p,:JE = .,,~I,' r1TjTt: .,JJT1f~AT;E 
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subíndices. Por cada número 2 que aparece en el subíndice hay que multiplicar el va
lor dado por (- 1). Por ejemplo N1 = .416, mientras que A~1 = .416( -1) = - .416. 
De acuerdo con esta explicación, el logaritmo de la probabilidad de la casilla (1, 2, 3, 
1) se estima de la forma que sigue: 

logeP.~1f = 2.471 + .203 + (- .229) + .318 + (- .032) + (- .273) + 

+ .416 + .163 + (-.111) + (-.128) = 2.798 

y la frecuencia estimada es exp( 2.798) = 16.41, que es el número de la casilla (1, 3, 
2, 1) en la tabla 12. -

Hasta el momento hemos explicado la forma de seleccionar el modelo, veamos 
ahora su interpretación. En función de nuestros resultados podemos decir que no hay 
interacciones de tercer o de cuarto orden. Todo lo que tenemos en nuestro modelo 
son las asociaciones entre (en orden decreciente de importancia): 

- lA: Ingresos y Antigüedad en el país. Los sudamericanos que llegaron a España 
en el período 1978-80 es más probable que tengan ingresos bajos (.416). Aquellos 
que llegaron en los años 60 son los que tienen mayores ingresos (- .423). 

- IP: Ingreso y Permiso de trabajo. Aquellos que no tienen permiso de trabajo 
tienen ingresos bajos (.273). 

- lE: Ingresos y Educación. Tener estudios inferiores significa tener ingresos bajos 
(.163). 

- PE: Permiso y Educación. Es más fácil obtener permiso de trabajo si se dispone 
de un nivel superior de estudios (.128). 

- PA: Permiso y Antigüedad. Los que llegaron entre 1978-80 es más probable 
que no tengan permiso de trabajo (.111). 

Junto con las 5 asociaciones debemos considerar los marginales de cada variable. 
Los marginales se interpretan como el efecto de una distribución desigual de los entre
vistados en cada variable. Y vemos que la influencia más importante proviene de los 
marginales de la variable Antigüedad. 

11.6. Modelo Logit 

Una vez que hemos visto la pauta de relaciones podemos estar interesados en el es
tudio de los efectos de un conjunto de factores (variable independientes) sobre otra 
variable considerada como respuesta (variable dependiente), tal como hacemos en la 
regresión múltiple -Goodman denomina al modelo logit «enfoque modificado de la 
regresión. (Goodman, 1972). Vamos a considerar el Ingreso de los emigrantes como 
respuesta, estudiando la influencia de Antig-w.dad, Educación y Permiso. En este ca
so, en lugar de explicar los logaritmos de las casillas lo que se explica son las razones 
condicionales (o los logaritmos de las razones condicionales) de la variable dependien-
te. 

Cuando se ajusta un modelo logit se consideran todas las asociaciones e tnterac
ciones significativas que incluyen la variable dependiente, junto con la tnteracción 
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entre las variables independientes. Esta inclusión es la diferencia principal entre el 
procedimiento de estimación de los modelos logarítmicos lineales y los modelos logit. 
Tal como Knoke y Burke (1980: 26) explican, lo que interesa es encontrar qué efectos 
de los que incluyen la variable dependiente son significativos; y para llegar a este 
punto se utiliza un modelo base que asume que todos estos efectos son igual a cero 
-éste es el caso cuando se tiene un modelo con dos parámetros: la variable depen
diente y la interacción entre las independientes. 

En el ejemplo que estamos siguiendo, el modelo logit saturado tendría esta forma: 

~~=W+~+~+~+~+~+~+a~ 
F2jld 

y suprimiendo los logaritmos y utilizando la notación de Goodman (1972), tenemos 

donde el> ¡¡Id es el logaritmo de la razón condicional de Ingresos, y las {j corresponden a 
las ~ (ejemplo, {jI! = 2~~1· 

Con objeto de estimar los parámetros para la ecuación procedemos de igual mane
ra que en el modelo general logarítmico lineal. Ajustamos el modelo saturado, bus
cando las lambdas que incluyan la variable dependiente (Ingresos) con un valor estan
darizado igual o mayor a ± 2. Si miramos la tabla 9 vemos que éstos son ~:-, ~f}', ~J'1, 

~!f. Por la misma razón ofrecida anteriormente no incluimos ~!}':E. Ahora se ajusta el 
modelo IP, lA, lE, PAE, obteniendo una Y2 = 8.11, con 7 grados de libenad. Este 
valor no es significativo (P = .3226). Este modelo da las frecuencias esperadas de la 
tabla 14. 

TABLA 14. Frecuencias esperadas según el modelo IP, lA, lE, PAE. 

Ingresos 

Estudios Antigüedad Permiso Bajos Altos 

Inferiores 1960-70 No 10.2 6.8 
Inferiores 1960-70 Sí 1.7 3.3 
Inferiores 1971-77 No 37.5 10.5 
Inferiores 1971-77 Sí 15.7 13.3 
Inferiores 1978-80 No 75.2 9.8 
Inferiores 1978-80 Sí 18.7 7.3 
Superiores 1960-70 No 6.0 7.0 
Superiores 1960-70 Sí 3.1 10.9 
Superiores 1971-77 No 28.1 13.9 
Superiores 1971-77 Sí 17.7 26.3 
Superiores 1978-80 No 39.9 9.1 
Superiores 1978-80 sr 14.2 9.8 
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A partir de los datos de la tabla 14 vemos el amplio recorrido de las razones. La 
mayor corresponde a las condiciones bajo nivel de educación, recién llegados (1978-
80) Y sin permiso para trabajar: la razón de ingresos bajos a altos para un emigrante 
en esas circunstancias es de 7.67 a 1.00 (75.2/9.8). En el lado opuesto, la razón de 
ingresos bajos a altos para emigrantes con estudios superiores, llegados en los 60 y con 
permiso de trabajo tiene un valor de .284 a 1.000. Ahora bien, ¿qué explicación hay 
para que se den estas grandes diferencias?, ¿qué influencia tiene cada variable inde
pendiente? Podemos encontrar una respuesta cuando estudiamos los parámetros de la 
ecuación logit. Para el caso general esta ecuación incluye los siguientes parámetros: 

y para la primera de las razones que acabamos de poner como ejemplo. mirando los 
valores correspondientes en la tabla 15 tenemos: 

4li13l = .4074 + .554 + .798 + .282 = 2.0414 

El exponencial de 2.0414 es igual a 7.70 -es decir. excepto errores de redondeo, la 
razón esperada de la tabla 13. 

TABLA 15. Parámetros estimados según el modelo IP, lA, lE, PAE. 

Efecto ). (j 'Y ). (estandarizada) 

I .2037 .4074 1.503 3.032 
IP .277 .554 1.74 4.645 
IA I -.415 -.830 .436 -3.759 
IA2 .015 .030 1.030 .182 
IA3 .399 .798 2.221 4.626 
lE .141 .282 1.325 2.397 

El mismo valor de 7.67 es el que se obtiene cuando se omiten los logaritmos en 
toda la ecuación. La razón esperada de Ingresos se calcula así: 

donde n _ FII3I y 'Y 
"il3l - --

F2131 

exp/j 

0,131 = (1.503X1. 74X2.222)(1.325) = 7.69 

Vamos a utilizar esta forma multiplicativa del modelo logit para interpretar los re
sultados obtenidos: 

l. La razón de ingresos bajos a altos para un emigrante elegido al azar es de 
1. 503 a 1.000. 
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2. Controlando por Educación y Antigüedad. la razón de Ingresos bajos a altos 
para un individuo sin permiso de trabajo es de 1.74 a 1.00. Suponiendo que todos los 
emigrantes tuviesen iguales estudios y antigüedad en el país, por cada uno sin permi
so que tenga ingresos altos nos vamos a encontrar 1.74 con ingresos bajos. 

3. Controlando por Permiso y Educación, la razón de ingresos bajos a altos para 
un emigrante llegado entre 1978-80 es de 2.22 a 1.00. En el caso de un emigrante lle
gado entre 1960 y 1970 la razón es de .436 a 1.000 -o, lo que es lo mismo, 1.00 a 
2.29. La relación entre Ingresos y la categoría 1971-77 de Antigüedad no es significa
tiva -en la tabla 15 vemos que su valor estandarizado es .182. 

4. Finalmente, controlando por Permiso y Antigüedad la razón de ingresos bajos 
a altos para un emigrante con nivel de estudios inferiores es de 1.325 a 1.000. 

Es evidente a partir de los resultados comentados que la influencia más importante 
sobre Ingresos es aquella debida a la Antigüedad de los emigrantes en el país. Si 
expresamos esta influencia en porcentajes se puede decir que el 39.1 % del logaritmo 
de la razón condicional (.798/2.0414) está explicado por la relación que hay entre 
Ingresos y Antigüedad. le sigue en importancia la influencia de Permiso (27.1 %), y 
finalmente Educación (13.8%). Puesto que no hay interacción significativa, esta 
pauta de influencias se mantiene en todas las circunstancias. Parece que ser paciente y 
esperar a llevar muchos años en España es lo más importante para tener ingresos altos. 
Por otro lado, no tiene gran importancia el nivel de estudios conseguido. 

11.7. Modelos Causales 

Todo lo que hemos hecho en el punto anterior es ajustar un modelo de la forma 
«Ingresos está directamente influenciado por Permiso, Antigüedad y Educación •. Tal 
aflfmación se puede simbolizar en un grafo como el de la figura 2. 

GRÁFIco 2. Figura ilusuativa, sólo con efectos directos. 

Permiso . -------+~ 
Antigüedad ~ Ingresos 

Estudios -----------

Pero podemos estar también interesados en las relaciones entre las variables indepen
dientes. Si tenemos una teoría que nos dice cuáles son las relaciones, es posible eva
luar esta teoría utilizando un modelo causal. Por ejemplo, podemos asumir la pauta 
de relaciones del gráfico 3, intentando calcular el tamaño de cada asociación, entre las 
variables. 

Con objeto de calcular estos efectos, cuando se trata con variables cuantitativas se 
puede utilizar la técnica del palh analystS (Dunca"n, 1966, 1975; Sanders, 1980) o el 
sistema más general implementado en el programa LlSREL Ooreskorg y Van Thillo, 
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1973; Saris, 1980). Para variables categóricas, Goodman (1973a, 1973b, 1979) ha de
sarrollado un método que trata de ser similar al path analysis. El paralelismo se rompe 
en varios aspectos. Primero, de acuerdo con Fienberg (1977: 105) no está clara la posi
bilidad de usar sistemas no recursivos con los modelos /ogit. Segundo, cuando se 
tienen politomías no hay un solo valor para el efecto de una variable sobre otra. Y 
tercero, no es posible descomponer el tamaño de los efectos de las variables, midiendo 
los efectos causales y los espúreos. 

GRÁACO 3. Figura ilustrativa con efectos indirectos. 

Aparre de las diferencias mencionadas, a la hora de calcular los efectos de las va
riables antecedentes sobre las consecuentes se procede como en el path analysis, ajus
tando una serie de ecuaciones /ogit a las tablas plegadas que determinen la especifica
ción de nuestro modelo. Tenemos tres variables consecuentes, luego sef'ajustan tres 
ecuaciones /ogit a las tablas plegadas -según palabras de Goodman (1979: 1084), el 
orden de prioridad de las variables determina qué modelos son relevantes y los mode
los, a su vez, determinan qué tablas son las relevantes. 

Primera variable consecuente es Antigüedad, que depende de la Educación. Por lo 
tanto, fijamos un modelo logit que explique la razón (o el logaritmo de la razón) de 
Antigüedad. Y este modelo se aplica a la tabla de dos dimensiones Educación-Anti
güedad, plegando Permiso e Ingresos. la segunda variable consecuente es Permiso de 
Trabajo, con Educación y Antigüedad como precedentes. Ahora se ajusta el modelo 
relevante, aplicado a la tabla de tres dimensiones Educación-Antigüedad-Permiso 
-plegando Ingresos-, que explica la razón de Permiso. Finalmente tenemos Ingre
sos, con Permiso, Educación y Antigüedad como variables antecedentes. Ajustamos 
un modelo que explique la razón (o el logaritmo de la razón) de Ingresos bajos a altos 
a partir de la tabla de 4 dimensiones. 

Comenzando con el primer modelo, puesto que el modelo de independencia da 
una x2 = 7.4, con 1 grado de liberrad (P = .0243), concluimos que ambas variables 
están relacionadas. Ajustando el modelo saturado al cruce de Educación-Antigüedad 
obtenemos los parámetros estimados que aparecen en la tabla 16. 

Debido a los valores estandarizados de la tabla 16 sólo vamos a considerar significa
tiva la asociación entre Educación y Antigüedad (1978-80). El significado de esta aso
ciación es como sigue: la gente que emigró en los 60 tenía más estudios que aquellos 
que lo hicieron a panir de 1978 -la razón de educación inferior a superior para un 
emigrante del 1978 es de 1.433 a 1.000. 

A continuación analizamos la tabla de 3 dimensiones AEP, plegando 1, y ajustan-
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TABLA 16. Parámetros estimados según el modelo saturado. 

Efecto 

-.12 
-.07 

.19 

-.24 
-.14 

.36 

'Y 

.786 

.869 
1.433 

do el mejor modelo. Después de ajustar diferentes modelos llegamos a AE, AP, EP. 
Este modelo tiene una P = 1.14, con 2 grados de libertad (P = .5643). Los pará
metros estimados son los de la tabla 17 . 

. TABLA 17. Parámetros estimados según el mode!o AP, EP, AE~ 

Efecto ). (3 'Y ). (estandarizada) 

-.013 -.026 .974 - .122 
-.148 -.296 .743 -1.911 

.161 .322 1.380 2.061 

.172 .344 1.410 3.218 

Nuestro tercer modelo incluye las 4 variables. El modelo que mejor ajusta los da
tos es el mismo que el obtenido cuando explicábamos el modelo logit IP, lA, lE, 
PAE, cuyos parámetros estimados están en la tabla 15. 

Cuando acumulamos los resultados de los tres modelos precedentes obtenemos el 
modelo recursivo del gráfico 4. Este modelo ajusta las tablas marginales EA3, EP, A3P, 
El, PI, AII, A31 Y tiene uha y2 = (O + 1.14 + 8.11) = 9.25, con 
(O + 2 + 7) = 9 grados de libertad (P = . .414). De esta manera, este modelo recur
sivo proporciona un buen ajuste de nuestros datos. 
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GRÁFIco 4. Modelo lineal logarítmico para los datos de la Tabla 1. 
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Con respecto a la interpretación de estos resultados, podemos decir que el valor de 
cada flecha indica el efecto de la variable independiente sobre la razón de la depen
diente. controlando por el resto. Vemos así que la influencia más importante sobre 
Ingresos se debe a la Antigüedad: la razón de Ingresos bajos a altos para un emigrante 
recién llegado a España es de 2.22 a 1.00. En el caso del emigrante antiguo la razón 
es negativa. Para este grupo hay más individuos con ingresos altos: por cada persona 
con ingresos bajos hay 2.3 (11 .436) que son «ricos». Además de esta influencia directa 
hay otra indirecta a través de Permiso. No podemos calcular su tamaño pero podemos 
decir que opera en un sentido positivo: los recién llegados no tienen permiso de tra
bajo y los que no tienen permiso tienen ingresos bajos. 

Permiso tiene una influencia positiva sobre Ingresos. La razón de Ingresos para una 
persona sin permiso, controlando por Educación y Antigüedad, es de 1.74 a 1.00. Es
to significa que dos individuos con igual estudios y llegados al mismo tiempo, si uno 
no tiene permiso para trabajar su razón de ingresos bajos a altos será de 1.74 a LOO, 
mientras que la misma razón para el emigrante con permiso sería de .574 a 1.000. 
Junto a este efecto directo de Permiso sobre los Ingresos debe de haber una influencia 
espúrea debido al hecho de que ambas variables están asociadas con Educación y An
tigüedad. 

Finalmente, Educación tiene también una asociación positiva sobre Ingresos (ba
jos); su valor es de 1.325. Además de este efecto directo hay otro indirecto a través de 
Permiso y de Antigüedad que aumenta la influencia total de los Estudios sobre los 
Ingresos -los signos de todos los caminos indirectos son positivos, así que, aun cuan
do no podamos calcular el efecto indirecto total sí podemos decir que es positivo. 

Con esta interpretación de los resultados concluimos la explicación de los modelos 
lineales logarítmicos. 

Programas de ordenador 

BeTA (Everyman's Contingency Tables Analyser) 

El programa funciona en batch 3. Como algoritmo u tiliza el «escalonamiento proporcional 
iterativo. (ver texto). Requiere el uso de un gran ordenador, pudiéndose obtener económica
mente de 

Leo A. Goodman 
Depanment of Sociology 
University of Chicago 
1126 East 59th Street 
Illinois 60637 
U.S.A. 

BMDP (Biomedical Computer Program) 

Dentro de este paquete se incluye un programa (el 4F) para el análisis de modelos lineales 
logarítmicos. Al igual que ECTA utiliza el escalonamiento proporcional iterativo. Funciona en 
batch y el paquete se encuentra en la mayoría de los grandes Centros de Cálculo. 

3 Sistema por el cual los datos se le proporciónan al ordenador (normalmente en fichas) para que éste. 
después de varios minutos, horas o días. devuelva los resultados al usuario. 
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GllM (Generalised Linear Modelling) 

Se trata de un paquete muy potente, diseñado para todas aquellas técnicas derivadas del 
modelo lineal. Utiliza como algoritmo los «mínimos cuadrados iterativos» (ver texto). Funciona 
interactivamente" y requiere de un potente ordenador. Se puede obtener en 

Numerical AIgorithms Group Ltd. 
13 Banbury Road 
Oxford OX2 6NN 
Inglaterra 

LOGllN 

De acuerdo con su creador, el programa está pensado para pequeños ordenadores y funciona 
interactivamente. Utiliza el escalonamiento proporcional iterativo (ver texto). Se puede obtener 
en 

G. N. Gilben 
Depanment of Sociology 
University of Surrey 
Guildford GU2 5XH 
Inglaterra 

" En este modo el usuario se relaciona directamente con el ordenador, vía un terminal, obtenie~do los 
resultados inmediatamente. 
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12. Análisis de Tablas de Contingencia: 
Sistema de las Diferencias de Proporciones 
(Exégesis del trabajo de James A. Davis) 

por Juan Javier Sánchez Camón 

12.1. Introducción 

En una serie de anículos (1976, 1979, 1980, 1982), Davis explica la metodología 
desarrollada por él para analizar las tablas de contingencia. Entendemos que esta 
metodología resulta especialmente interesante para el tratamiento de variables nomi
nales y ordinales. Todos los artículos son relativamente fáciles de comprender para el 
estudiante o el investigador con unos conocimientos básicos del análisis tabular. Por 
tanto, el objetivo de estas páginas es presentar parte de la obra del autor -dispersa 
en diferentes publicaciones y escrita en inglés- resumida en un solo anículo, facili
tando así su divulgación. 

En el capítulo de este número donde se explican lo modelos lineales logarítmicos 
ya se justifica la oportunidad de utilizar esa técnica, así como los sistemas de la D, a 
la hora de estudiar tablas multidimensionales. Los sistemas de la D es un método ba
sado en tres ideas principales. En primer lugar utiliza las diferencias de porcentajes (o 
proporciones) como medida base de asociación. En segundo lugar, esta técnica pane 
del eparadigma de la elaboración:., desarrolado por Lazarsfeld y Rosenberg (1955) y 
Rosenberg (1968), y va más allá asignando valores a las relaciones conceptuales defini
das por esos autores a la vez que diseña un sistema total. Por último, sigue los princi
pios flow graph, con el fin de representar los sistemas lineales en forma de grafo (Da
vis, 1979). En pocas palabras, tal como indica el profesor Davis, el sistema de la D 
es un intento de seguir el trabajo de los económetras sin olvidar que la mayoría de las 
variables sociales son cualittivas, por lo que se necesita del análisis tabular. 

Para explicar los sistemas de la D vamos a utilizar los datos procedentes de una in
vestigación sobre emigrantes iberoamericanos en España. La investigación fue llevada 
a cabo en 1981 por Gloria Lutz y Miguel Roiz, quienes amablemente me permitieron 
hacer uso de los resultados de su encuesta. En la medida en que no estamos interesa
dos en conclusiones de tipo sustantivo, sino en la exposición de una técnica de análi
sis, vamos a asumir que la muestra era aleatoria simple, al tiempo que recodificamos 
las variables objeto de estudio. 

Tenemos datos de 4 variables. Estudios, recodificada en nivel inferior (menos de 
título de grado medio) y nivel superior (título de grado medio o más). Antigüedad en 
el país, recodificada en aquellos que llegaron a España de 1960 a 1970, del 71 al 77 y 
de 1978 a 1980. Permiso de Trabajo, con las categorías no y sí. Por último, Ingresos, 
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recodificada en bajos (la mediana de la distribución o menos) y altos (más de la me
diana). Los datos correspondientes aparecen en la tabla 1. 

TABLA 1. Datos para el Análisis. 

Ingresos 

Estudios Antigüedad Permiso Bajos Altos 

Inferiores 1960-70 No 10 7 
Inferiores 1960-70 Sí 2 3 
Inferiores 1971-77 No 39 9 
Inferiores 1971-77 Sí 15 14 
Inferiores 1978-80 No 75 10 
Inferiores 1978-80 Sí 18 8 
Superiores 1960-70 No 7 6 
Superiores 1960-70 Sí 2 12 
Superiores 1971-77 No 23 19 
Superiores 1971-77 Sí 22 22 
Superiores 1978-80 No 43 6 
Superiores 1978-80 Sí 12 12 

268 128 

12.2. Diferencia de Proporciones 

Tomando como referencia los datos de la tabla 2. supongamos que se quiera estu
diar la relación entre las dos variables. A tal fin. la simple constatación de los datos 
que aparecen en la tabla resulta poco informativa. 

TABLA 2. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos. 

Bajos 

Altos 

Total 

Permiso (Xl> 
No Sí 

197 

57 

254 

71 

71 

142 

Total 

268 

128 

396 

Si queremos estudiar la asociación entre Ingresos y Permiso de Trabajo es conve
niente comparar las frecuencias de las casillas con alguna medida o norma. Dos posi
bilidades son: comparar las frecuencias de las casillas entre sí o compararlas con los 

296 



ANAUSIS DE TABLAS DE CONTINGENCIA: SISTEMA DE LAS D1FERENOAS DE PROPORCIONES 

marginales. En el primero de los casos lo que hacemos es calcular razones (odds) (vé
ase el capítulo 11 de este mismo libro «Análisis de Tablas de Contingencia: Modelos 
lineales logarítmicos.). En el segundo estudiamos los porcentajes o proporciones. Su
pongamos que se quiera estudiar la posible influencia del Permiso en el hecho de te
ner ingresos bajos. Entre los individuos con Permiso de trabajo, 71/142 = .5 tienen 
ingresos bajos; entre los individuos sin Permiso, la proporción es 197/254 = .776. la 
diferencia entre ambas cantidades .776 - .500 = .276 puede considerarse como una 
medida de asociación. El cuadro 3 muestra la forma de presentar estos cálculos. 

TABLA 3. Proporción cingresos bajos., según Permiso de Trabajo. 

Permiso 

No 

Si 

Proporción «ingresos bajos~ 

.776 (254) 

.500 (142) 

á = (.776 - .500) = .276 

De momento, podemos interpretar estos resultados en términos de colectivos o en 
términos individuales. Podemos decir que en el colectivo de los individuos sin Permi
so de Trabajo, la proporción que tiene ingresos bajos es superior a la que existe en el 
grupo de los que sí tienen Permiso (.276 superior). Alternativamente se puede hablar 
de que un individuo sin Permiso es mucho más probable que tenga ingresos bajos 
que otro con Permiso de Trabajo (.276 más probable). 

Entre las propiedades de la diferencia de proporciones (a partir de ahora d) pode
mos decir que su valor es cero cuando las dos variables son independientes, teniendo 
un máximo de + 1.000 Y -1.000, según que la asociación sea positiva o negativa, 
respectivamente. Otra propiedad es que la d no se ve afectada en su valor absoluto 
por el cambio de orden de las categorías de la variable independiente, aun cuando sí 
cambia su signo. Si vemos la d de «con Permiso. menos «sin Permiso., su valor será 
igual a - .276. 

Una desventaja de la d, con relación a las razones, es su asimetría. la tabla 4 nos 
da los resultados si calculamos la d de la proporción de «sin Permiso •. 

TABLA 4. Proporción cno Permiso., según Ingresos. 

Ingresos 

Bajos 

Altos 

Proporción «no Permiso~ 

.735 (268) 

.445 (128) 

á = (.735 - .445) - .290 
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La d de Permiso es mayor que la d de Ingresos. Este hecho es imponante y obliga
rá a que en la aplicación que se haga de esta medida a la construcción de modelos 
causales sea necesario especificar correctamente el orden de las variables. Como regla 
digamos que la variable independiente debe de dar las categorías, mientras que se cal
culan las proporciones de estas categorías para una categoría de la variable dependien
te. Es decir, entre los cuadros 3 y 4, el primero será el correcto. 

12.3. Inferencia estadística utilizando proporciones y diferencias de proporciones 

A partir de los conocimientos básicos de estadística sabemos que una proporción 
(P) no es más que la media para una variable codificada O y 1; Y que la varianza de 
una proporción (P) es igual a p(1 - P) (Wonnacott y Wonnacott, 1977: 167). Cuan
do queremos estimar la proporción poblacional (1("), a panir de la proporción muestra! 
(P), podemos construir un intervalo de confianza utilizando la desviación típica 

muestral de la proporción: "p ~ J p(1 : P) . Así, .. ~ P ± Z"p. 

Con relación a la d, ésta no es sino una combinación linea! de proporciones. Así, la 
desviación típica muestral de la d( o d) será igual a: 

y la d poblacional (D), 

D = d ± ZOd 

Tomando como ejemplo la d de Ingresos, veamos en el siguiente cuadro (tabla S) 
el cálculo de la desviación típica muestra!. 

Permiso 

No 

Sí 

TABLA 5. Varianza muestral de la d de Ingresos y Permiso de Trabajo. 

Proporción «ingresos bajos~ 

.776 

.500 

(1 - P) p(1 - P) 

.224 .174 

.500 .250 

n 

254 

142 

p(1 - p)/n = Ud 

.000684 

.001760 

396 .002444 

La desviación típica muestral será -J .00244 Y la D poblacional estará comprendida 
en el intervalo (con un nivel de confianza del 95 %) .276 ± (1.96-J .00244 ), que va de 
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.3728 a .17921• Utilizando los intervalos de confianza para ver la significatividad de la 
d (Wonnacott y Wonnacott, 1977: 241) comprobamos que su valor es distinto de cero, 
al nivel de significación del .OS. 

12.4. Ecuaciones lineales y su representación en grafos 

Las ecuaciones lineales se componen de variables, constantes y coeficientes. Así, la 
relación lineal entre dos variables se representa por la ecuación X2 = K + aXl' don
de Xl y X2 son las variables; K es la constante, igual al valor de X2 cuando Xl = O; Y 
a es un coeficiente que expresa el cambio de valor de X 2 cuando Xl varía en una uni
dad. 

Cuando se pasa de 2 a más variables, sus relaciones se pueden representar median
te una serie de ecuaciones. Un ejemplo que incluyera las relaciones entre 4 variables 
podría resumirse con el siguiente conjunto de ecuaciones: 

[1] 

[2] 

[3] 

El sistema tiene 4 variables, 3 constantes y S coeficientes. Mediante una serie de 
manipulaciones algebráicas podemos hallar las propiedades del sistema. Sin embargo 
resulta más sencillo describir esas propiedades si traducimos este conjunto de 
ecuaciones a un grafo -especialmente en este caso, cuando se superan las dos va
riables adentrándonos en sistemas más complejos. Todo lo que necesitamos para pasar 
de las ecuaciones a los grafos, y viceversa, es una serie de reglas. 

Regla 1. Cada coeficiente se asocia con una flecha que va de la variable indepen
diente a la dependiente. Adoptamos la convención de que la línea sea continua cuan
do el coeficiente sea positivo, discontinua si es negativo y se suprime la línea cuando 
el coeficiente es cero. 

Regla 2. Las constantes se asocian con puntos que tienen flechas sin coeficientes. 
También aquí acordamos que estas flechas tengan el valor 1.000. 

De acuerdo con estas reglas, éste sería el grafo de la ecuación primera, sin numerar 
(figura 1). 

1 Estos resultados son válidos en el supuesto de que la muestra sea aleatoria simple. De forma orientati
va digamos que cuando la muestra sea multietápica, situación normal de las ~ncuestas sociológicas, habrá 
que multiplicar la varianza muestral del supuesto de muestra aleatoria simple por dos (Davis, 1978; Moser y 
Kalton, 1977). 
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1 
XI--------------------~)X2 

FIGURA 1. Grafo de la relación enue dos variables. 

El sistema que incluyera las ecuaciones [1], [2], [3] se representaría en el siguiente 
grafo (figura 2). 

FIGURA 2. Grafo del sistema de ecuaciones 1, 2 Y 3. 

Hasta ahora hemos visto la forma de representar gráficamente un sistema de 
ecuaciones, pero si queremos obtener de un grafo la misma información contenida en 
las ecuaciones hemos de ampliar los conceptos ya vistos, explicando cómo se calcula el 
valor de las variables. Para ello seguiremos otra serie de reglas. 

Regla 3. El valor de una variable determinada por una sola fuente es igual al pro
ducto del valor de la fuente por el coeficiente, más la constante. 

Xl -------~~ X2 

Regla 4. El valor de una variable determinada por dos o más fuentes es igual a la 
suma de los valores de cada fuente multiplicados por sus coeficientes respectivos, más 
la constante. 
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Junto a las reglas a seguir para la representación gráfica y el cálculo del valor de 
las variables de un grafo, vamos a añadir una nueva para calcular el efecto que tiene 
una variable sobre otra. En el supuesto bivariable el efecto es igual a la diferencia 
de proporciones (ti) entre las dos variables Xl y X 2 • 'Supongamos que el valor de 
Xl aumenta en Al (<<delta», es la letra griega utilizada para designar la cantidad de 
cambio en las propiedades de un sistema), entonces X 2 cambiará en Al * d unidades. 

Cuando se tiene un sistema con tres o más variables, como el de la figura 3, a la 
hora de calcular el efecto de Xl sobre X 4 hay que introducir el concepto de «camino. 
(poth). Un «camino. es la ruta que va de una variable antecedente a otra consecuente 
siguiendo las flechas intermedias. En todo camino hay que calcular su signo y su 
valor. 

FIGURA 3. Grafo de la relación entre 4 variables. 

Regla 5. El valor de un camino es igual al producto de los valores de las flechas 
que les unen -y el signo es igual al producto de los signos. 

Entre Xl Y X4 se establecen tres caminos: dos indirectos y uno directo. Vía X2 hay 
un camino indirecto igual a (o * - e); vía X3 hay otro camino indirecto (ti * e); y 
luego existe el camino directo (b). El efecto total causal de Xl sobre X4 es igual a 
(o * -e) + (ti * e) + b. Por lo tanto, un cambio de ~2 en Xl supone un cambio de 
(~2 * valor de los caminos) en X4• 

Si analizamos el efecto de X2 sobre X4 vemos que sólo existe un camino directo 
(-e), igual al efecto causal de la primera variable sobre la segunda. Sin embargo, 
junto al efecto causal hay otro efecto espúreo, que es debido a la relación de ambas 
variables con aquellas que les preceden (Xl y X~). Este efecto espúreo será igual a la 
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diferencia entre la asociación bruta (zero order) de ambas variables menos el efecto 
causal, también entre las dos 2 • 

Con estas reglas podemos pasar del sistema de ecuaciones a su representación a un 
grafo y viceversa. Entendemos que el grafo tiene la ventaja de ser a simple vista más 
informativo que el sistema de ecuaciones. 

Todo lo que necesitamos ahora es mostrar cómo se puede pasar de las tablas a un 
sistema de ecuaciones, susceptible de ser traducido a un grafo. Comencemos con el 
caso más simple, cuando tenemos una tabla de dos variables dicotómicas. 

De acuerdo con los requisitos de una ecuación, a partir de la tabla 2 (tomemos es
tos datos como ejemplo) hemos de obtener un coeficiente, una constante y unas va
riables. Con objeto de calcular el coeficiente y la constante vamos a transformar 
nuestras variables Ingresos y Permiso, X2 y Xl respectivamente, en variables 0-1. En 
este caso, la d es el coeficiente -la pendiente, en términos de la regresión. Su signifi
cado es que cuando el Permiso cambia en una unidad, es decir pasa de «con Permiso:. 
(O) a «sin Permiso:. (1), los Ingresos cambian en d unidades (.776 - .500). Veamos 
gráficamente: 

Proporción 
«ingresos bajos:. 

.500 

.776 

Pendiente 

.... --------..... -- Permiso 

«con Permiso:. «sin Permiso:. 

cambio Ingresos 

cambio Permiso 

d 
=-=d 

1 

Por lo tanto, la d es la pendiente en un sistema de variables 0-1. Veamos ahora la 
constante. Según la ecuación X2 = K2 + dXI , K2 es la constante o intercepción. 
Cuando Xl = O, tenemos que X2 = K2 • Según nuestros datos, después de calcular el 
valor de el, tenemos que X2 = K 2 + .276XI • 

Xl es igual a cero cuando la categoría de Permiso de Trabajo es «con Permiso:., yen este 
caso Ingresos (X2 ) es igual a .500. Por lo tanto, la constante es igual a la proporción de 
casos en la variable dependiente cuando la independiente es igual a cero. 

Por último, ya hemos dicho que cuando se trata de variables 0-1 una proporción 
es igual a la media. En el caso que estamos estudiando, la media de Ingresos es igual 
a la proporción del marginal de la categoría 1 de esta variable (268/396 = .677); 
mientras que la media de Permiso será igual a la proporción del marginal de su 
categoría 1, (254/396 = .641). Poniendo juntas todas las ideas construimos la siguien
te ecuación: 

Ingresos (bajos) = .500 + (.276 * .641) = .677 

2 Sobre la deftnición de los efectos en el análisis causal véase la primera parte del artículo de Alwin y 
Hauser (1975). En este apartado tan sólo se ofrece una breve introducción al tema de las ecuaciones lineales 
y su representación en grafos. imprescindible para seguir las explicaciones posteriores. Para una mayor infor
mación sobre el tema se pueden ver Heise (1975). Stinchcombe (1968) y Davis (1979). 
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y siguiendo las reglas de construcción de grafos podemos representar esta ecuación en 
la forma siguiente: 

.500 

1 
Permiso (sin) .276 Ingresos (bajos) 

.641 -------~) .677 

De igual manera se puede proceder cuando tengamos más de 2 variables; pero an
tes de pasar a este caso vamos a introducir algunos conceptos nuevos, relacionados con 
las tablas multidimensionales. 

12.5. Tablas Multidimensionales 

Al hablar del «proceso de elaboración~, Rosenberg (1968) ilustra las ventajas de 
añadir nuevas variables cuando previamente se ha visto la relación entre otras dos. Bá
sicamente la ventaja radica en poder atribuir con precisión los efectos correspondientes 
a cada una de las variables que intervienen en el modelo. Si estudiamos la tasa de 
mortalidad de distintos municipios españoles, agrupándolos en rurales y urbanos, po
demos observar que su valor es mayor en el campo. Sin embargo, de esta constatación 
no se puede deducir que el hecho rural sea un factor que acelere la mortalidad. Cual
quier estudiante de demografía sabe que una característica determinante del campo 
español es el envejecimiento de su población. Y este hecho sí que está asociado con 
una mayor mortalidad; siendo así que se puede atribuir erróneamente la mortalidad al 
fenómeno rural cuando es la edad de las personas que viven en ese medio lo que real
mente da la explicacipn de esa mayor mortalidad: campo implica más viejos, y más 
viejos lleva a más mortalidad. Con objeto de salir de la duda y poder atribuir a cada 
variable lo que le pertenece se hace necesario controlar por la edad cara a sacar conclu
siones sobre la relación entre hábitat y tasa de mortalidad. El mismo estudiante sabe 
también que la forma de controlar la edad es hacer como si las poblaciones de los mu
nicipios rurales y de los urbanos tuvieran la misma pirámide de edad -es decir, es
tandarizar o normalizar las poblaciones. Ahora sí; si en poblaciones de igual edad los 
municipios rurales siguen teniendo mayor tasa de mortalidad, al menos no se puede 
encontrar la disculpa de la edad como factor que explique la mayor mortalidad, lo 
cual no es óbice !para que se prueben otras hipótesis relacionadas con las condiciones 
sanitarias, la dicta, etc., etc., repitiendo la misma operación. Traduciendo lo dicho 
hasta ahora all~nguaje de las variables y de las asociaciones, todo lo que hemos hecho 
se puede expli<tar de dos formas diferentes. Se parte de la asociación entre las dos va
riables (hábitat y mortalidad) y se estudia su valor para cada nivel de edad -a esta 
técnica se le conoce con el nombre de control por una tercera f)anable. Alternativa
mente, se puede partir de la asociación original entre las dos variables calculando de 
nuevo la asociación en el supuesto de que no hubiera relación entre Edad y Hábitat 
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-esto es lo mismo que decir que la edad de los individuos que viven en los munici
pios rurales es la misma que la de los urbanos. La primera de las técnicas es la que se 
utiliza tradicionalmente cuando se estudian tablas multidimensionales. La segunda 
parte del principio de estandarización, aplicado al análisis tabular por Rosenberg 
(1962), y ha sido desarrollada por Davis (1982) para tablas de todo tipo de dimensio
nes, ampliando igualmente sus aplicaciones sociológicas al terreno de la simulación. 
Aun cuando el sistema de análisis que estamos explicando, basado en la diferencia de 
porcentajes o proporciones, permite el uso de las dos técnicas, para la estimación de 
los coeficientes vamos a seguir en el resto del artículo el principio de la estandariza
ción, frente al cálculo de las d condicionales para cada categoría de la variable de con
trol (sobre esta técnica véase Davis, 1976, 1980 Y Sánchez Carrión, 1983). 

Al comienzo del artículo veíamos el cálculo de la d cuando teníamos dos variables. 
Estudiaremos ahora la situación que se produce cuando tenemos tres variables y 
queremos calcular los coeficientes y las constantes correspondientes a sus interrela
ciones. Para ello vamos a utilizar los datos de la tabla 6, donde aparece el cruce de Es
tudios con Antigüedad en el país y con Permiso de Trabajo. 

TABLA 6. Cruce de Estudios con Antigüedad y con Permiso (proporciones). 

Permiso 

Estudios A.ntigüedad No Sí Total (n.05 absolutos) 

Inferiores 1960-70 .77 .23 22 
Inferiores 1971-77 .62 .38 77 
Inferiores 1978-80 .76 .23 111 
Superiores 1960-70 .48 .52 27 
Superiores 1971-77 .49 .51 86 
Superiores 1978-80 .67 .33 73 

Desde el momento en que tenemos más de dos variables lo primero que habrá 
que hacer es especificar, en función del conocimiento sustantivo que tengamos del 
problema, qué relaciones se establecen entre ellas. Vamos a asumir que los estudios 
están relacionados con la Antigüedad en España ~. A su vez los Estudios también están 
relacionados con el hecho de tener o no Permiso de Trabajo, dependiendo esta última 
variable del nivel de Educación. Por último también Permiso de Trabajo depende de 
la Antigüedad que se tenga en el país. Esta especificación queda recogida en la figu
ra 4. 

De acuerdo con esta figura tenemos que calcular los coeficientes a, b y c y las cons
tantes K. y K 2 0 Cada coeficiente se puede ver como un número que estima el cambio 

~ No está claro el sentido de la causalidad y se podría interpretar que ambas variables están relacionadas 
entre sí de forma recíproca. El sistema funcionaría igual en este supuesto. Por comodidad vamos a asumir la 
relación que aparece en la figura 4. 
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o la diferencia que se produce en la variable dependiente (cabeza de la flecha) al cam
biar la variable independiente (cola de la flecha). Según nuestro gráfico, y siguiendo 
la lógica del análisis multivariado, tan sólo los Estudios influyen en la Antigüedad; 
por ello, a la hora de estimar esta influencia es suficiente con calcular la á bruta biva
riada, sin necesidad de controlar por Permiso -sin tener en cuenta si los emigrantes 
tienen o no Permiso de Trabajo. Sin embargo, si queremos calcular el efecto de los 
Estudios sobre el Permiso, no es suficiente calcular la á bruta bivariada, puesto que 
los Estudios además de influir directamente sobre el Permiso de Trabajo lo hacen in
directamente a través de la Antigüedad. Y si procediéramos de tal manera no 
sabríamos qué parte de la influencia sobre Permiso se debe a los Estudios y qué parte 
a la Antigüedad, atribuyendo erróneamente toda la influencia a la primera variable. 
Lo mismo ocurre al estudiar la relación entre Antigüedad y Permiso: el cálculo del 
efecto bruto entre las dos variables oculta que ambas están influidas por los Estudios. 
La solución en ambos casos radica en descomponer el efecto entre variable dependien
te e independiente en la parte que se debe a su relación directa (efecto neto) y aquella 
que hay que atribuir a la relación indirecta que se crea vía Antigüedad -primer 
caso- o a la relación de ambas variables con el Estudio -segundo caso. 

Estudios 

Permiso 

FIGURA 4. Grafo de la relación entre Estudios, Antigüedad y Permiso de Trabajo. 

El problema planteado en el párrafo anterior es semejante al que indicábamos al 
estudiar la relación entre Hábitat y Monalidad, y también la solución se encuentra en 
la estandarización. Si queremos estudiar la influencia directa de Estudios sobre Permi
so vamos a hacer que Estudio y Antigüedad no estén relacionados -esto es lo mismo 
que hacer que tanto los emigrantes con estudios inferiores como aquellos con estudios 
superiores tengan la misma Antigüedad en España. Una vez que los emigrantes están 
estandarizados en cuanto a la Antigüedad podemos ver cuál es la relación -ahora 
neta- entre Estudios y Permiso, calculando la diferencia de proporciones y utilizando 
esta medida como coeficiente b. Veamos el procedimiento estadístico a seguir. 

El cruce de las tres variables se puede presentar en la forma de la tabla 6 o tam
bién como un conjunto de proporciones consistente en 1) las proporciones marginales 
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para la variable Estudios; 2) las proporciones de Antigüedad para cada categoría de 
Estudios; y 3) las proporciones de Permiso para cada combinación de Estudios y Anti
güedad. Lo que hacemos, por tanto, es colocar las variables en orden causal y cons
truir una serie de tablas, añadiendo cada vez una nueva variable y calculando sus pro
porciones. En la tabla 7 se recoge el cálculo de las proporciones siguiendo el procedi
miento mencionado. 

TABLA 7. Proporciones recurrentes para el sistema de la figura 4. 

A = Estudios 

Inferiores Superiores 

1. .530 .470 (396) 

B = Antigüedad 

Estudios 1960-70 1971-77 1978-80 

2. Inferiores .105 .367 .529 (210) 
3. Superiores .145 .462 .392 (186) 

.124 .412 .464 (396) 

e = Permiso 

Estudios Antigüedad No Sí 

4. Inferiores 1960-70 .770 .230 (22) 
5. Inferiores 1971-77 .620 .380 (77) 
6. Inferiores 1978-80 .765 .235 (111) 
7. Superiores 1960-70 .480 .520 (27) 
8. Superiores 1971-77 .490 .510 (86) 
9. Superiores 1978-80 .670 .330 (73) 

.640 .360 (396) 

Noltl: Entre paréntesis se incluyen los totales sobre los que se calculan las proporciones de cada línea. 

Según esta tabla, la línea 1 indica que el 53% de los emigrantes tiene estudios in
feriores, mientras que el 47% posee estudios superiores. La línea 2 dice que el 10.5% 
de los emigrantes con estudios inferiores llegaron a España entre 1960 y 1970; el 37% 
lo hizo del 71 al 77; yel 53% entre 1978 y 1980. Y, por último, la línea 9 muestra 
que el 67 % de los emigrantes con estudios superiores y llegados a España en el 
período 1978-80 no tienen Permiso de Trabajo, en tanto que el 33% sí lo tienen. 

A partir de este cuadro (tabla 7), si queremos calcular la influencia de Estudios 
sobre Antigüedad utilizaremos las líneas 2 y 3, procediendo tal como mostrábamos al 
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calcular el efecto de Permiso sobre Ingreso en el ejemplo bivariado. La única diferen
cia con aquel ejemplo se produce porque Antigüedad tiene tres categorías. Ahora he
mos de tomar una categoría de esta variable como base, comparando con ella la va
riación en las otras dos cuando varía la variable independiente 4• En este caso tendre
mos dos coeficientes para la relación entre Estudios y Antigüedad. Veamos su cálculo 
en la tabla 8. 

TABLA 8. Proporción de emigrantes llegados en los períodos 60-70 y 78-80, según Estudios. 

Estudios 

Inferiores 

Superiores 

Estudios 

Inferiores 

Superiores 

Proporción 60-70 ("s. 71-77) 

ti = -.040 

.105 

.145 

Proporción 78-80 (vs. 71-77) 

ti = .137 

.529 

.392 

Igualmente habrá dos constantes: .145 para Antigüedad (1960-70) y .392 para 
Antigüedad (1978-80). La media de Estudios es .530 y las medias para Antigüedad 
(1978-80) y Antigüedad (1960-70), .464 Y .124, respectivamente. La tabla en cuestión 
se puede expresar en las dos ecuaciones siguientes: 

Antigüedad (60-70) = .145 + (- .040 * .530) = .124 [4] 

Antigüedad (78-80) = .392 + (.137 * .530) = .464 [5] 

Los resultados de las dos ecuaciones coinciden con las medías de Antigüedad (60-
70) Y Antigüedad (78-80). Ambas ecuaciones se pueden traducir al grafo de la figura 
5. 

4 Cuando las variables son dicotómicas, si cambiamos la base (utilizamos como base «con Permiso_ en 
lugar de «sin Permiso-) cambian el signo y la constante (-.276 y .776, "J . . 276 Y .500), lo cual no tiene 
una imponancia sustantiva. Sin embargo, cuando se cambia la base en el caso de politomías, normalmente 
se modifican todos los coeficientes. Davis (1976: 125) señala que aunque la elección de la base sea arbitra
ria, es recomendable seguir tres reglas prácticas: 1) que las bases tengan una frecuencia de casos grande; 2) 
que sean distinguibles en términos sustantivos; y 3) es posible probar con varias bases y presentar los resulta
dos con aquella que ofrezca mayor claridad. 
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FIGURA 5. Grafo de la relación entre Estudios y Antigüedad. 

El siguiente efecto a calcular sería el de Estudios sobre Permiso. Con objeto de cal
cular este coeficiente es necesario hacer que no haya asociación entre Estudios y Anti
güedad. Tal cosa se producirá si hacemos que la proporción de emigrantes para cada 
categoría de Antigüedad sea la misma entre los amigrantes con estudios inferiores y 
con estudios superiores. Para ello serviría cualquier proporción, sin embargo, es có
mun utilizar las proporciones de los marginales de una de las variables. La tabla 9 
ofrece el supuesto de no asociación entre las variables, utilizando los marginales de 
Antigüedad. 

TABLA 9. Cruce de Estudios y Antigüedad. en el supuesto de no asociación enue variables 
(proporciones y números absolutos) 

Estudios 

Antigüedad Inferiores Superiores Total 

1960-70 .124 (26) .124 (23) 49 
1971-77 .412 (77) .412 (77) 164 
1978-80 .464 (97) .464 (86) 183 

Total 1.000 (210) 1.000 (186) 396 

Lo que hemos hecho ha sido dejar fijos los totales y calcular el número de indivi
duos que habría en cada casilla, en el supuesto de que no hubiera asociación entre las 
variables 5. Ahora, utilizando estos valores absolutos veamos cuál es la relación entre 

5 Obsérvese que no hay diferencia de la Antigüedad ~gún los niveles de Estudio. 
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las tres variables. Para ello construimos el cruce de las tres variables que se ve en la ta
bla 10. 

TABLA 10. Cruce de Estudios con Antigüedad y con Permiso, en el supuesto de no asociación en
tre las dos últimas variables (proporciones y números absolutos). 

Permiso 

Estudios Antigüedad No Sí Total 

Inferiores 1960-70 .77 (20) .23 (6) 26 
Inferiores 1971-77 .62 (54) .38 (33) 87 
Inferiores 1978-80 .76 (74) .23 (23) 97 
Superiores 1960-70 .48 (11) .52 (12) 23 
Superiores 1971-77 .49 (38) .51 (39) 77 
Superiores 1978-80 .67 (58) .33 (28) 86 

Los totales corresponden al número de individuo~ que habría en cada combinación 
de las categorías de las variables Estudios y Antigüedad, en el supuesto de no aso
ciación entre ambas variables. Las proporciones de las casillas son las originales (tabla 
7) y las frecuencias absolutas indican el número de emigrantes que nos habríamos en
contrado según los totales de no asociación y las proporciones originales. Si ahora 
queremos calcular el efecto neto (directo) de Estudios sobre Permiso no tenemos más 
que plegar (collapse) la variable Antigüedad y ver la diferencia de proporciones de 
Permiso para las categorías de Estudios. La tabla 11 nos ofrece los cálculos. 

TABLA 11. Proporción de «no Permiso., según Estudios. 

Estudios 

Inferiores 

Superiores 

Proporción «no Permiso. 

(20 + 54 + 74)/210 = .705 

(11 + 38 + 58)/186 = .575 

d = (.705 - .575) = .130 

Plegando la variable Estudios podemos ver la influencia de Antigüedad sobre Per
miso (tabla 12). 

Además de los coeficientes ya calculados, si deseamos construir el sistema de 
ecuaciones vemos que es necesario calcular la constante K3 (véase figura 6), junto a la 
media de Permiso. 
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TABLA 12. Proporción de cno Permiso:., según Antigüedad. 

Antigüedad 

1978-80 

1971-77 

Proporción «no Permiso. 

(74 + 58)/183 = .721 

(54 + 38)/163 .564 

d = (.721 - .564) = .157 

Antigüedad 

1960-70 

1971-77 

Proporción cno Permiso:. 

(20 + 11)/49 = .633 

(54 + 38)/163 = .564 

d = (.633 - .564) = .069 

.530 
Estudios 

(inferiores) 

I 
I 
I 
I 

-.040 I 

I 
~ 
I 
I 
I 
I 

"" Antigüedad 
(60-70) 

.124 

\~1 
Antigüedad 

(78-80) 
.464 

.157 Permiso 
(no) 
.641 

FIGURA 6. Grafo de la relación entre Estudios, Antigüedad y Permiso, con los coeficientes de las 
relaciones entre las 3 variables. 

K3 es igual a la proporción de emigrantes sin permiso cuando Antigüedad y Estudios 
son iguales a cero -es decir. la proporción de emigrantes sin permiso llegados entre 
1971-77 y con estudios superiores. Según la tabla 7 esta proporción es igual a .490. La 
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media (proporción) de Permiso es 254/396 = .641. Con los datos que hemos calcula
do, el sistema de la figura 6 puede traducirse al siguiente sistema de ecuaciones: 

Permiso (no) = .490 + (.13 * .53) + (.16 * .464) + (.07 * .124) = .641 [6] 

Antigüedad (60-70) .145 + (-.04 * 530) = .129 [7] 

Antigüedad (78-80) .392 + (.137 * .530) = .465 [8] 

Estos resultados pueden interpretarse de la siguiente manera. Los Estudios están 
relacionados con la Antigüedad, especialmente con la categoría 1978-80: los indivi
duos llegados en ese período es más probable que tuvieran estudios inferiores que 
aquellos que salieron de Iberoamérica de 1971-77 -esa mayor probabilidad es del 
.137. Por el contrario, los emigrantes de los 60 tenían una formación académica supe
rior a los del período 71-77, aun cuando la diferencia sea mínima -más adelante ve
remos si este coeficiente de - .040 es significativo. Dicho de otra forma, los del 60 
tenían una probabilidad de tener estudios inferiores menor (P = .040) que los llega
dos en la etapa 1971-77. 

A su vez, los estudios inferiores están relacionados positivamente con el hecho de 
no tener Permiso de Trabajo: es .130 más probable que un individuo con estudios in
feriores no tenga Permiso de Trabajo que otro con estudios superiores. Este sería el 
efecto directo de Estudios; indirectamente esta variable también influye vía Anti
güedad: menos estudios se asocia con menor Antigüedad y menor Antigüedad impli
ca menos posibilidades de conseguir Permiso de Trabajo. ¿Cuál es la importancia de 
este efecto? Según las reglas de representación de los grafos y cálculo de las transmi
siones (véase Regla 5)6, el efecto indirecto de Estudios sobre Permiso será igual al pro
ducto de los efectos de Estudios sobre Antigüedad y de Antigüedad sobre Permiso; en 
este caso, (.137 * .16) + (- .040 * .070) = .0191. Y el efecto total será igual al di
recto más el indirecto: .130 + .019 = .150. Este efecto ha de ser igual a la aso
ciación bruta entre las dos variables. Veamos su tamaño en la tabla siguiente: 

Estudios 

Inferiores 

Superiores 

Proporción cPermiso (no)~ 

.714 (210) 

.560 (186) 

.154 

Vemos que hay una pequeña diferencia entre la suma de los efectos directo más indi
recto y la asociación bruta bivariada: .150, en el primer caso, vs . . 154, en el segundo. 
Ello es debido a la existencia de interacción entre las variables. Efectivamente, analizan
do la tabla 7 se ve que, por ejemplo, la asociación entre Estudios y Permiso no es la 
misma para todas las categorías de Antigüedad: para un individuo llegado en el perío-

6 Una transmisión es la suma de los valores de los caminos que unen dos variables. 
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do 1960-70, el hecho de aumentar sus Estudios (pasar de estudios inferiores a estudios 
superiores) implica que se dupliquen sus posibilidades de conseguir Permiso de Trabajo 
(.230 a .520); sin embargo, si ese mismo individuo hubiera llegado enue 1978 y 1980, 
el hecho de mejorar su educación sólo le supondría un aumento pequeño en sus posibi
lidades de conseguir ese Permiso de Trabajo (.235 a .330). 

Excepto en el caso de que no haya interacción, las d y las uansmisiones (transmit
tances) no coinciden con los datos brutos. Tal como señala Davis (1967: 130), el 
hecho de que la discrepancia se pueda considerar tolerable es un problema de opinión 
del investigador. Cuando las muesuas son pequeñas, aun con interacciones no signifi
cativas las discrepancias pueden ser grandes. Por el conuario, si las muesuas son gran
des puede que interacciones significativas no creen problemas. 

Continuando con la interpretación de los resultados obtenidos, vemos que la Anti
güedad influye positivamente en el Permiso. Tanto los individuos llegados de 1960 a 
1970 como los que lo hicieron enue 1978 y 1980 tienen más posibilidades de no tener 
Permiso de Trabajo que los del período 1971-77 -especialmente los recién llegados 
(P = 157). Por ejemplo, si comparamos el efecto directo de Antigüedad (1978-80), 
.157, con el bruto, .176, vemos que .019 del total es espúreo, debido a la influencia 
de Estudios. 

Un próximo paso en el análisis de los datos consiste en el estudio de las nuevas re
laciones que se establecen cuando se añade la cuana variable, los Ingresos. En función 
de la especificación que hacemos en el gráfico 7 es necesario calcular los coeficientes f, 
g, h e i, además de la constante K4 y la media de Ingresos. 

Estudios 
I , 
I , 
I 
I 

- .040 I 
I 
I , 
I 

-.t 
Antigüedad 

(60-70) 

Antigüedad 
(78-80) 

FIGURA 7. Grafo de las relaciones entre Estudios, Antigüedad, Permiso e Ingresos. 

Con objeto de calcular estos parámetros no hacemos sino extender la explicación 
que ofrecíamos al Uatar del caso de 3 variables. En primer lugar es necesario calcular 
el cruce de las 4 variables (en proporciones) (tabla 14). 

Si ahora queremos ver la influencia de Estudios sobre Ingresos, hay que distinguir 
la pane directa de la indirecta, a uavés de Permiso y Antigüedad. Para no confundir 
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las influencias ya hemos visto que se hace necesario estandarizar los individuos en 
aquellas variables que puedan crear confusión. En este caso es necesario hacer que 
tanto los emigrantes con estudios inferiores como aquellos con estudios superiores ten
gan la misma Antigüedad en el país y las mismas condiciones laborales (Permiso de 
Trabajo). En estas circunstancias, la influencia que tengan los Estudios sobre los Ingre
sos no cabe duda de que se debe sólo y exclusivamente a esta variable. Esta anulación 
de efectos se consigue haciendo que los Estudios no aparezcan asociados con Antigüe
dad y con Permiso. Para ello basta con sustituir en la tabla 6 las proporciones origina
les por las marginales de Permiso, por ejempl07. En la tabla 13 damos estos resulta
dos, incluyendo entre paréntesis el número absoluto de emigrantes que habría en ca
da combinación de categorías, en el supuesto de que no hubiera asociación. 

TABLA 13. Cruce de Estudios con Antigüedad y con Permiso, en el supuesto de 
independencia múltiple (proporciones y números absolutos). 

Permiso 

Estudios Antigüedad No Sí Total 

Inferiores 1960-70 .64 (17) .36 (9) 26 
Inferiores 1971-77 .64 (56) .36 (31) 87 
Inferiores 1978-80 .64 (62) .36 (35) 97 
Superiores 1960-70 .64 (15) .36 (8) 23 
Superiores 1971-77 .64 (49) .36 (28) 77 
Superiores 1978-80 .64 (55) .36 (31) 86 

Ahora lo que hacemos es utilizar las frecuencias esperadas en el supuesto de no 
asociación entre las tres variables para ver cuál es la relación entre las 4 variables del 
modelo. A tal fin construimos la tabla de 4 dimensiones, donde los marginales se co
rresponden con las frecuencias de las casillas de la tabla 13, siendo las proporciones de . 
las casillas las originales. La tabla 14 da los resultados. 

Si ahora queremos ver el efecto de Estudios sobre Ingresos (en la figura 7, t), tan 
sólo tenemos que plegar Antigüedad y Permiso, cruzando aquellas variables y proce
diendo como en las tablas 11 y 12. Así i = .120. De igual manera se calculan los 
efectos de Antigüedad y Permiso sobre Ingresos: f = - .157; g = .151; h = .232. 
Si deseamos construir el sistema de ecuaciones, además de estos coeficientes tendre
mos que calcular K4 y la media de Ingresos. La constante es igual a .500 y la media 

7 Ya hemos explicado que serviría cualquier marginal, puesto que tan sólo se trata de que las propor· 
ciones de la tabla indiquen que hay independencia múltiple entre las tres variables. (Sobre el concepto de 
independencia múltiple. así como de los otros tipos de relaciones que se establecen entre las variables en 
tablas multidimensionales véase el capítulo 11 de este mismo libro). 
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TABLA 14. Cruce de Estudios con Antigüedad, con Permiso y con Ingresos, en el supuesto 
de independencia múltiple enue las ues primeras variables (proporciones y números absolu-

tos). 

Ingresos 

Estudios Antigüedad Permiso Bajos Altos Total 

Inferiores 1960-70 No .588 (10) .412 (7) 17 
Inferiores 1960-70 Sí .400 (4) .600 (5) 9 
Inferiores 1971-77 No .812 (45) .188 (11) 56 
Inferiores 1971-77 Sí .517 (16) .483 (15) 31 
Inferiores 1978-80 No .882 (55) .118 (7) 62 
Inferiores 1978-80 Sí .692 (24) .308 (11) 35 
Superiores 1960-70 No .538 (8) .462 (7) 15 
Superiores 1960-70 Sí .143 (1) .857 (7) 8 
Superiores 1971-77 No .548 (27) .452 (22) 49 
Superiores 1971-77 Sí .500 (14) .500 (14) 28 
Superiores 1978-80 No .878 (48) .122 (7) 55 
Superiores 1978-80 Sí .500 (16) .500 (15) 31 

(proporción) de Ingresos es de .676. El sistema de ecuaciones queda compuesto por las 
ecuaciones [6], [7] Y [8] más la siguiente: 

Ingresos (bajos) = .500 + (.530 * .120) + (.464 * .151) + (.124 * -.157) + 

(.641 * .232) = .763 [9] 

Comparando el resultado estimado por la ecuación anterior y el valor real de los 
Ingresos se observa una diferencia del 8.8%. Ello es debido, tal como ya tuvimos oca
sión de señalar, al hecho de que, excepto cuando no existe interacción, siempre se ob
serva una discrepancia entre los valores observados y los esperados según el modelo. 
Finalmente podemos ver los resultados completos del análisis en el gráfico 8. 

Mirando los efectos directos de las variables independientes sobre los Ingresos ve
mos que, salvo Antigüedad (60-70). todos son positivos. Controlando por Antigüedad 
y Permiso, es decir, suponiendo igualdad de Permiso y Antigüedad para los emigran
tes con estudios inferiores y superiores, el hecho de tener estudios inferiores influye 
positivamente de cara a tener ingresos bajos, aun cuando la relación no sea muy fuer
te: .120. La influencia aumenta cuando consideramos el efecto indirecto de esta va
riable: tener estudios inferiores favorece el hecho de no tener permiso de trabajo, yes
to influye para que se tengan ingresos bajos. Junto a esta influencia vía Permiso, la 
baja educación está asociada con el hecho de llegar tarde a España (1978-80) y esta 
circunstancia se relaciona positivamente con tener ingresos bajos. En conjunto este 
efecto indirecto es igual a (.130 * .232) + (.137 * .160 * .232) + (.137 * .151) = 
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.0568 • Es decir, de la asociación total entre Estudios e Ingresos (.171), parte se debe 
a la influencia directa de los estudios (.120) y parte a su influencia indirecta a través de 
Antigüedad y Permiso. 

(.530) 
Estudios 

\ 
\ 

\ 
\ 
\- .040 

\ 

.137 

Antigüedad 
(78-80) 
(.464) 

\ 
\ 
~ 
Antigüedad 

(60-70) 
(.124) 

Ingresos 
(.677) 

FIGURA 8. Grafo de las relaciones entre Estudios, Antigüedad, Permiso e Ingresos, con los coefi
cientes de las relaciones entre las 4 variables. 

No tener permiso de trabajo también se asocia positivamente con el hecho de te
ner ingresos bajos. Para dos emigrantes que tengan iguales Estudios y Antigüedad, si 
uno no tiene Permiso de Trabajo su posibilidad de tener ingresos bajos es .232 supe
rior a la del otro con Permiso de Trabajo. Si calculamos la asociación bruta entre Per
miso e Ingresos vemos que su valor es .276; la diferencia entre este número y el efecto 
directo (.232) es la relación espúrea entre ambas variables, debida a su relación con 
Estudios y Antigüedad. 

Con respecto a la influencia de Antigüedad, ésta es de doble sentido. Los que lle
garon en los 60 tienen una mayor probabilidad de tener ingresos altos que aquellos 
que lo hicieron en el período 1971-77: la diferencia es de .15 7. En comparación tam
bién con estos últimos emigrantes y suponiendo que todos (los del período 78-80 y los 
del 71-77) tuvieran iguales Estudios y situación legal de trabajo, la probabilidad de 
tener ingresos bajos para aquellos que llegaron al final de los 70 es .151 superior. En 
este caso, junto al efecto directo hay otro indirecto vía Permiso que eleva la diferencia 
de la probabilidad de ser pobre hasta (.151 + (.160 * .232» = .188. Debido a los 
Estudios hay una asociación espúrea entre Antigüedad (78-80) e Ingresos de .009 -la 

8 Al hablar de la estimación de los parámetros poblacionales y de la significatividad de los efectos ya ve
remos cómo la relación entre Estudios y Antigüedad (60-70) no es significativa. Es por ello que la excluimos 
del cálculo de los efectos indirectos. 
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diferencia entre la asociación total de Antigüedad (78-80) e Ingresos (.197) y la parte 
causal de la relación (.188). 

A la vista de los resultados del modelo vemos que aquello que más influye de for
ma directa para tener ingresos altos es obtener Permiso de Trabajo, siguiendo en im
porrancia el tiempo de residencia en España y, por último, los Estudios. Puesto que 
previamente vimos que, a su vez, conseguir Permiso de Trabajo depende en mayor 
medida de la Antigüedad que de los Estudios, parece que el problema económico de 
los emigrantes es un problema de paciencia, en el que poco influye su nivel de forma
ción académica. 

12.6. Inferencia Estadística en Tablas Multidimensionales 

En la medida en que estamos tratando con datos muestrales se hace necesario pro
ceder al estudio de la significatividad de los coeficientes que hemos estimado 9• 

Siguiendo la explicación que hemos ofrecido al tratar de la situación bivariable ve
remos si cada una de las d obtenidas es estadisticamente significativa calculando su in
tervalo de confianza. Tomemos la d de la relación entre Estudios e Ingresos. En la 
tabla 15 se disponen los cálculos. 

TABLA 15. Desviación típica muestral de la d de Ingresos y Estudio (datos estandarizados). 

Estudios 

Inferiores 

Superiores 

Proporción cingresos bajos. 

154/210 = .733 

114/186 = .613 

(1 - P) p(1 - P) n p(1 - p)/n = lJ" 

.267 .1957 210 .00093 

.387 .2372 186 .00127 

396 .00220 

La desviación tipica muestral será igual a ..J .0022 Y la D poblacional estará com
prendida en el intervalo (con un nivel de confianza del 95 %) .120 ::1:: (1.96..J .002 ); es 
decir, entre .212 y .028. Al no estar incluido el cero en el intervalo decimos que la des 
estadisticamente significativa. De manera semejante calculamos los intervalos de con
fianza para el resto de las d. En la tabla 16 ofrecemos las d, junto con su varianza y el 
resultado de la prueba de significatividad utilizando intervalos de confianza. 

De acuerdo con estos resultados el grafo definitivo sería el de la figura 9, siendo la 
interpretación igual a la ya expresada previamente. 

9 En Sánchez (arrión (1983) se explica la forma de contrastar la significatividad de las interacciones. 
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TABLA 16. Varianza y significatividad de las d estimadas. 

Efectos 

Estudios-Antigüedad (60-70) 
Estudios-Antigüedad (78-80) 
Estudios-Permiso 
Estudios-Ingresos 
Antigüedad (60-70)-Permiso 
Antigüedad (78-80)-Permiso 
Antigüedad (60-70)-Ingresos 
Antigüedad (78-80)-Ingresos 
Permiso-Ingresos 

Estudios 

Antigüedad 
(78-80) 

.. 160 

-Antigüedad __ - -
(60-70) --

d Varianza 

-.040 .00112 
.137 .00246 
.130 .00230 
.120 .00220 
.069 .00626 
.157 .00260 

-.157 .00650 
.151 .00237 
.232 .00247 

Permiso 

.151 ---------

¿ Significativo? 

No 
Sí 
Sí 
Sí 

No 
Sí 
Sí 
Sí 
Sí 

) 
Ingresos 

-~ 

FIGURA 9. Grafo de la relación entre las 4 variables. Incluye solamente los coeficientes significa
tivos. 

12.7. La medida del impacto causal 

La idea de causalidad se basa en el hecho de que si una variable es la causa de 
otra, el cambio en la primera produce un cambio en la segunda. Esta definición se 
puede operativizar mediante la tasa de cambio, que mide la cantidad de cambio que 
sufre la variable dependiente ante un cambio determinado de la variable indepen
diente. En los sistemas de la D, la tasa de cambio viene dada por la ti. Así, en el mo
delo que acabamos de estudiar, tomando como ejemplo la relación entre Permiso e 
Ingresos veíamos en el apartado 4 que la ti bruta era igual a .276. Si suponemos una 
relación lineal entre ambas variables este coeficiente se puede interpretar diciendo que 
eUn aumento de 10 puntos en la proporción de emigrantes sin permiso de trabajo 
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tendrá como resultado un aumento de 2.76 puntos en la proporción con ingresos ba
jos •. 

En el ejemplo anterior hemos visto que resulta sencillo de medir el impacto causal 
producido por un cambio en la variable independiente. Cuando las variables depen
diente e independiente no están sólo relacionadas directamente -ejemplo de Estu
dios e lngresos- o cuando la variación se produce simultáneamente en más de una 
variable independiente que afecta a más de una variable dependiente -todo un siste
ma-, el cálculo de los efectos causales resulta algo más complejo. Utilizando los da
tos de una investigación realizada por García Ferrando (1982) sobre la práctica depor
tiva de los españoles vamos a mostrar cómo se resuelve el problema planteado, utili
zando las proporciones recurrentes. 

Los datos de partida, dispuestos en forma de proporciones recurrentes, están con
tenidos en la tabla 17. La tabla recoge el cruce de Edad con Estudios y con Práctica 
Deponiva; siendo las relaciones causales entre las variables las de la figura 10. 

TABLA 17. Proporciones recurrentes para el sistema de la figura 10. 

A = Edad 

15-25 26-40 40 + 

1 .237 (932) .286 (1127) .477 (1876) (3935) 

B = Estudios 
Edad Primarios Bachiller Grado Medio Universitarios 

2 15-25 .328 (306) .544 (507) .063 (59) .064 (60) (932) 
3 26-40 .551 (621) .267 (301) .105 (118) .077 (87) (1127) 
4 40 + .558 (1532) .113 (212) .048 (90) .022 (42) (1876) 

.625 .259 .068 .048 (3935) 

e = Práctica Deponiva 

Edad Estudios Sí No 

5 15-25 Primarios .408 (79) .592 (115) (194) 
6 15-25 Bachiller .671 (215) .229 (106) (321) 
7 15-25 Grado Medio .712 (26) .288 (11) (37) 
8 15-25 Universitarios .633 (24) .367 (14) (38) 
9 26-40 Primarios .200 (139) .800 (555) (694) 

10 26-40 Bachiller .419 (141) .581 (195) (336) 
11 26-40 Grado Medio .551 (73) .449 (59) (132) 
12 26-40 Universitarios .621 (60) .379 (37) (97) 
13 40 + Primarios .060 (102) .940 (1602) (1704) 
14 40 + Bachiller .240 (57) .760 (179) (236) 
15 40 + Grado Medio .333 (33) .667 (67) (100) 
16 40 + Universitarios .452 (21) .548 (25) (46) 

.281 .719 (3935) 
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Según los datos, en el momento de hacer la encuesta practicaban depone una pro
porción del .281 de los entrevistados; y tenían estudios primarios, de bachiller, me
dios y universitarios el .625, .259, .068 Y .048, respectivamente. Suponiendo que en 
la próxima generación de españoles la población se habrá envejecido y que el nivel de 
estudios habrá aumentado, se trata de ver la repercusión del envejecimiento sobre el 
nivel educacional de los españoles y de ambas variables sobre la práctica deponiva. 

Estudios 

Edad ) Práctica Deponiva 

FIGURA 10. Grafo de la relación entre Edad, Estudios y Práctica deportiva. 

Cuando tenemos que predecir los valores de más de una variable hay que proceder 
según el orden de causalidades. :por lo tanto, veamos primero la influencia de la 
Edad. Supongamos que en la próxima generación las propoprciones de individuos pa
ra cada grupo de edad sean .150, .320 y .530 -recordemos que los grupos de edad 
son 15-25, 26-40 Y 40 y más años. ¿Qué consecuencias tendrá este envejecimiento? 
Para saberlo basta con cambiar la línea 1 de la tabla 17, sustituyendo los valores origi
nales por los que acabamos de ofrecer, a la vez que calculamos los marginales de las 
variables consecuentes para los datos estandarizados. En la tabla 18 se ofrecen los resul
tados, siguiendo la presentación que hace James A. Davis (1982). 

TABLA 18. Niveles ajustados para el sistema de la tabla 17. 

Edad Estudios Práctica 
depone 

linea Cambio 15-25 26-40 40 + Primar. Bachil. G. Medio Univer. Sí 

O Datos bru-
tos .237 .286 .477 .625 .259 .068 .048 .281 

Después ajuste de: 

1 a) edad .150 .320 .530 .659 .227 .068 .046 .246 
2 b) estudios .150 .320 .530 .400 .400 .150 .050 .308 

Cambio después de: 

3 c) etapa 1 -.087 .034 .053 .034 -.032 O -.002 - .035 
4 d) etapa 2 O O O - .259 .173 .082 .004 .062 

Total -.087 .034 .053 - .225 .141 .082 .002 .027 
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La línea O muestra los marginales originales para cada una de las tres variables. La 
línea 1 da los marginales después de ajustar la edad. En la línea 3 se ofrecen las dife
rencias entre las líneas O y 1. Según estos datos, el cambio de edad de la hipotética fu
tura generación repercutirá en un aumento de 3.4 puntos en el número relativo de in
dividuos con estudios primarios y una disminución de 3.2 y 0.2 puntos, respectiva
mente, en el de los bachilleres y universitarios; no sufrirá modificación la proporción 
de graduados medios. Como consecuencia de ese mismo envejecimiento cabe predecir 
una disminución de 3.5 puntos en el porcentaje de practicantes deportivos (línea 3). 

La próxima variable que se modifica son los Estudios. Con segundas y posteriores 
variables el ajuste se complica algo, debido a que, además de tener que ajustar más 
de una línea es necesario tener en cuenta la relación original entre las variables. Su
pongamos que en la generación siguiente las proporciones de individuos con estudios 
primarios, bachilleres, grados medios y universitarios sean .400, .400 •. 150 Y .050, 
respectivamente, y que la asociación entre Edad y Estudios se mantenga constante. Pa
ra ello, primero calculamos el marginal de la variable a ajustar (modificar), teniendo 
en cuenta el cambio experimentado por el ajuste previo de la Edad. Tomando el gru
po de estudios primarios, en la línea 1 de la tabla 18 vemos que la proporción en 
cuestión es de .659; como queremos hacer que sea de .400, hemos de cambiar la pro
porción de estudios primarios en - .259 -igual haríamos con los otros niveles de es
tudios. Puesto que hemos determinado mantener constante el nivel de asociación entre 
Edad y Estudios, esta modificación de - .259 habrá que efectuarla sobre todos los nive
les de Edad (líneas 2, 3 Y 4 de la tabla 17). Después de efectuar la misma operación con 
todos los niveles de Estudios. estas líneas 2, 3 Y 4 de la tabla 17 quedan como sigue (ta
bla 19). 

TABLA 19. Cruce de edad con Estudios (proporciones), tras ajustar Estudios. 

Edad Primarios Bachiller Grado Medio Universitarios Total 

15-25 (.328 - .259) = .069 .717 .145 .068 590 
26-40 .292 .440 .187 .081 1259 
40 + .558 .286 .130 .026 2086 

.400 .400 .150 .050 3935 

De esta forma, los marginales de Estudios toman el valor de .400, .400, .150 Y 
.050, para los 4 niveles respectivos, sin que se altere la asociación entre las dos 
variables l0. Ahora podemos proceder como en el caso previo, calculando los margina-

10 Tomando la fila de estudios primarios se observa que el total de individuos en este nivel es de 1.573 
-esto es, «.069X590) + (.292X1.259) + (.558X2.086»-, que dividido por 3.935 (el total de indivi
duos) da .400. Igual se haría con las restantes filas. 

Por oua parte, vernos en la tabla 17 que la diferencia entre la ptoporción de 15-25 y estudios primarios 
menos 26-40 y estudios primarios es de (.328-.551) - - .223; esta diferencia es la misma que la observada 
en la tabla ajustada (tabla 19): .069 - .292 - - .223. Por lo tanto, la intensidad de la asociación se man
tiene. 
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les de Práctica Deportiva para los datos estandarizados. En las fuas 2 y 4 de la tabla 18 
se muestran los resultados obtenidos: la primera variable, Edad, por ser anterior al 
ajuste efectuado, no cambia; la proporción esperada de practicantes es de .308, lo que 
supone un aumento de 6.2 puntos. Analizando las filas 3 y 4 de la tabla se pueden 
resumir los resultados que hemos obtenido de la siguiente manera: 

1. Cabe esperar una disminución de la población entre 15 y 25 años de casi 9 
puntos (- .087). Por el contrario, aumentarán los individuos de 26 a 40 años (3.4 
puntos) y de más de 40 años (5.3 puntos). 

2. las personas con estudios primarios disminuirán en 22.5 puntos. En este resul
tado hay una influencia positiva del envejecimiento de la población, que hace subir el 
porcentaje de personas con estudios primarios en 3.4 puntos, y una disminución del 
25.9% no explicada por ninguna variable del modelo, que es atribuible a nuestros su
puestos. 

En el caso de los estudios universitarios -tomamos sólo este nivel y el anterior co
mo ejemplos de la forma en que cabe interpretar los resultados- el envejecimiento 
de la población hace bajar en 0.2 puntos el porcentaje de individuos con este nivel, 
mientras que hay un aumento de 0.4 puntos en este colectivo que no es explicado. El 
resultado fmal es que en esta hipotética generación con la que estamos trabajando ca
be esperar un 0.2% más de titulados superiores. 

3. Como resultado de los diversos efectos, los deponistas aumentarán en 2.7 pun
tos. Desglosando este resultado fmal vemos en las líneas 3 y 4 que el envejecimiento 
hará disminuir en 3.5 puntos el número de practicantes, mientras que la mejora del 
nivel educativo de la población aumentará este colectivo en 6.2 puntos. 

Vemos así cómo se puede proceder a resolver problemas de simulación con va
riables cualitativas, utilizando proporciones recurrentes y calculando una serie de 
tablas estandarizadas. 

12.8. Resumen 

A lo largo de las páginas de este artículo hemos mostrado cómo se puede ampliar 
el estudio de las variables nominales y ordinales, tratando de seguir los procedimien
tos utilizados cuando se dispone de información intervalo Para ello hemos explicado la 
descomposición de una tabla multidimensional en una serie de ecuaciones y su repre
sentación en un grafo. El procedimiento seguido para estimar los coeficientes ha sido 
el cálculo de las proporciones recurrentes y su estandarización. Dichos coeficientes son 
susceptibles de ser sometidos a prueba estadística. Por último hemos mostrado cómo 
se pueden resolver ejercicios de simulación cuando se dispone de información cualita-
tiva. 

Como nota final, digamos que este trabajo de divulgación de la obra de James A. 
Davis queda incompleto al no poder abordar aquí la aplicación que el autor hace del 
sistema de la D al análisis del cambio -la cola del futuro en la investigación social., 
según sus propias palabras (Davis 1975, 1976, 1978). En una futura publicación espe
ramos poder proceder a la explicación del estudio del cambio. 
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